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INTRODUCTION, 


(l'est  aux  i'(|iiations  (lifrcrenticllcs  analyt'unies  (jiie  son!  consacrrs 
la  plupart  de  ii>Ps  travaux.  Toutefois,  les  niélliodes  ((ue  j"ai  du  em- 
ployer, les  ap[)liralions  que  j'ai  letilées  ui'oiit  couduit  à  m'oceuper 
de  sujets  assez  divers  :  théories  des  foiiclions,  des  suri'aces  ali;él)ri(|iies, 
des  groupes  continus  ou  disconliruis,  problème  des  n  corps,  etc.  Mais 
si  peu  apparente  que  soit  leur  coniiexité,  ces  travaux  ne  s'en  relient 
pas  moins  à  la  même  idée  oénérale.  que  je  voudrais  tout  d'abord 
metire  en  évidence. 

Apres  l'invention  du  (lah'ul  intégral,  le  problème  qui  s'imposa  aux 
matliématieiens  l'ut  l'intégration  des  cquatioDi^  différentielles  {[\  une  ou 
plusieurs  variables  indépendantes).  J.es  pi'emiers  etroi'ts  eurent  pour 
but  de  représenter  l'intégrale  à  l'aide  des  fomiions  et  symboles  élé- 
mentaires connus.  Quand  on  eut  compris  qu'une  telle  représentation 
était  impossible  en  général,  il  fallut  bien  se  résoudre  à  étudier  direc- 
tement, sur  ré(|iia(ion  diU'éi'entielle  elle-même,  les  propriéli's  de  l'in- 
tégral c. 

Le  dévelop[)emenl  naturel  de  celte  élude  condnisil  bienlot  les  géo- 
mi'tres  à  embrasser  dans  leurs  reclierclies  les  valeurs  imai;inairesde  la 
P.  I 


viirliiMc  ;iiissi  liicii  (|ii('  les  valeurs  rrcllcs.  La  llicoric  de  la  >rrir  (II- 
iaylor.  celle  îles  ronetidiis  eHi|)l  l(|iies,  la  vasie  doetriiie  de  Caueliv 
tireiil  éelaler  la  (eeondilé  de  celle  ^généralisai ion.  Il  a|)|iariil  (|ne. 
enli'c  deux  veriles  du  domaine  réid  ,  le  eliemin  le  jilii>  facile  et  le  jdiis 
ciinrl  passe  bien   sonveni  pai'  le  domaine  eoni|de\e. 

(l'esl  a  celle  élude  direcle  d'une  e(|ualioM  d ill'erenliel le  (| ii(dcon(|ue 
(dans  (ont  le  cliain|)  ré(d  «u  complexe  de  la  vaiiahle  )  (|ue  \i\  nie  suis 
siirtoul,  attaclié.  J'ai  cliei'clié  ;i  ohlenii  sur  la  nature  de  l'intéiirale, 
considérée  comme  i'iuiclion  de  la  variable  el  des  conslanles,  sur  ses 
sini;nlari(es.  sur  ses  repi'esenlations  possildes,  (|nelrjues  proposilions 
générales  i|iii  l'nsseni  d'une  a|ipliralion  ellicace;  en  pailiridier.  je  me 
>uis  eiroree  de  disliniiner.  parmi  les  e(|ua(ions  dillereulielles,  celles 
(|ui  com|iorlenl,  de  par  la  lliéorie  des  l'onclions,  une  i/i/ri^ration  par- 
/ai/c. 

.le  crois  nécessaire  de  préciser  le  sens  de  ces  derniers  ternies. 

.\|irés  les  recheiidies  si  loni^nes  et  assidues  de  Le,^endre  sur  reijiia- 
lion  diirei'cntiidle 


la  découverte  (|ui  lit  la  i^loire  d'.Vlnd  el  de  .lacolii   l'ut  la  suivante  : 

l/iulégrale  _)-(  .r)  de  (  i  )  (irréductible  aux  l'onctnjns  connues)  esl 
re[)réscntal)lc  par  le  quotient  de  deux  séries  de  Mac-Laurin,  qui  con- 
vergent pour  toutes  les  valeurs  (réelfes  ou  complexes)  de  a-  ('):  les 
coid'ticients  de  ces  séries  sont  caleulables  par  dérivations  successives. 
L'intégration  de  ré(|uation  (i)  esl  i\\n^'\  pa/faiie,  en  ce  sens  que  l'in- 
tégrale v(  .r)  est  detinie,  dans  tout  sou  domaine  d'existence,  par  un 
développemeni  uiii(|ue  (]n'on  sait  former  el  (|ui  met  en  évidence  ses 
propriétés. 

Toute  équation  dont  l'intégrale  coni|)orte  une  represeiilalion  ana- 
logue doit  être  l'egardée  comme  intégrée  i\\\  sens  moderne  du  mol. 
La  déterminai  ion  de  lidies  é(|uations  consMlue  donc  un  prohlème 
capital  (|ui  a  etc.  dans  le  cours  de  ce  siècle  el  >urtonl  dans  ces  vin;,'! 
dernii-res  années,  l'objet  de  nombreux  li'avanx.  Mais  toutes  les  éciua- 


(')  De  U'iles  foiiclkias  sont  dites  inémmorphct,  parcR  i|ii"o1Ir,-  sonl  eiimpuriilile?,  poiii' 
Ifs  viilciii'r:  liiiics  (k'  .(■,  à  une  frnclioii  ralionii"ll('. 
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lions  (lu'on  ;iv;nl  decoiiviTles  jusi[u'ici  [);ii' cetU'  voie  sont  ititri^rahles 
Mil  sons  vulgaire  iln  mot,  j'ententls  léductibics  aux  quadratures  ou 
aux  tM|uati()ns  linéaires.  Si  l'on  veut  encore,  c'est  parce  qu'on  connail 
à  l'avance  la  manière  dont  l'intégrale  renferme  les  constantes  qu'oii 
sait  élucider  la  nature  de  cette  intégrale. 

Je  suis  parvenu  à  former  des  types  d'éciiialions  d'une  espi-ce  toiile 
diU'érente  (ii'réductihies  aux  équations  (•lassi(|iics  )  et  qui  s(!  laisscnl 
intégrer  à  la  façon  de  ré(|uation  i  i  ). 

('es  équations  peuvent  se  rameiu'r  aux  types  ( ■aiioni(|u<'s  suivants  : 

(2)  j"=ay^+,3.r  -i-y, 

(  3  )  y"  =  J<.V'  H-  3  J-  V-  4-  y, 

(4)  r"  =y+  >■■'  (  yy-  ^,3)4-  e'"-  (^yj'  +  "- 

(a,  3,  y,o     conslaiilcs  iniméii(|ii('>). 

La  plus  simple  de  ces  équations  est  re((iialion  (2);  poui'  3  =  0, 
cette  équation  définit  les  fonctions  elliptiques:  si  ^iet  c  sont  ^^i.  il  est 
loisible  (sans  diminuer  la  généralité)  de  supposer  a  =  G,  [3  =  i,  y=  o. 
Dans  l'équation  ainsi  réduite 

y"  =  ''j'-  -+-  •'■. 

posons 

la  fonrlion //(.r)  vérifie  ré((uation  Irl's  simple  du  troisii'ine  onlre 


elle  est  dév(doppalile  en  une  série  de  Mac-Laiirin  qui  converge  (|iiel 
quesoita*,  et  les  coefficients  de  cette  série  se  calculent  par  dérivations 
successives;  enfin,  y(.r)  est  représenté  par  le  quotient 


H  est  llllpos■^il)le  de  n'être  pas  frappé  de  la  qnasi-idenlité  qui  existe 
entre  celte  re|)résenlation  de  v(.z-)  et  la  représentation  de  la  l'onction 
elli|itique   p  de  \\'eierstrass  ;i  l'aide  de  la  fonction  entil'ie  -j. 


I.cs  iiilri,'f;il('S  des  Ivpcs  (  >  )  et  (  |  )  adiiicl lent  iiiir  rcprcsciilalioii  jina- 
logiic  iiii  |)('ii  plus  ((iiiiitliciiii'c  (|n"oii  (lonvciii  iiiili(|ii('('  ihiiis  le  l'ésuiiK' 
;iiialy(i(|ii('  it^  12  ). 

J'insiste  sur  le  caraeli'i'e  essentiellemeiil  iKinxcaii  de  ees  résiillals. 
Depuis  ht  fondation  du  Cdlrid  iiilri^ral.  les  types  (  2),  (3)  Cl  (  j)  consti- 
tuent le  premier  exemple  connu  d' eiptatio/is  qui  se  troucent  inléi^rees  à 
l'aide  lie  1(1  théorie  des  fonctions  suns  èlre  )èduetd>les  à  aucune  com- 
binaison d' èijualions  linéaires  on  de  iptadraturcs. 

J'ajoiile  (|iie  la  l'orme  prcMMse  des  types  eanoiii(|iies  (2),  (3)  et  (4) 
ne  doit  pas  l'aire  niéeoiiiiaitre  le  dep;fé  de  généfalilé  i\c>  é(|ualinns 
dill'ereiili(dles  ([n'in  ti>i;i'eiil  les  nouvelles  ti'anseendanles.  J'en  donnei'ai 
une  idée  en  disant  (|ih'  par'nii  les  é(|uations 

y'^n(.r)y  -r^  l,(^.,:)y"-+  e(.r)y  -^  ,t{.r). 

celles  (jui  sont  réductibles  algél)rii|uenH'nt  ;i  r(''(|nation  (■?.)  l'ornient 
une  classe  aussi  étendue  (|ue  la  classe  des  é(|uations  linéaires,  non 
homogènes,  du  sei'ond  ocdre. 

On  peut  se  demander  coinment  un  prohli'ine  (|ui  se  trouvait  pose  en 
l'ait  depuis  les  travaux  d'Abel  et  de  Jacol)i  a  si  longtemps  attendu  sa 
solution.  I.a  raison  en  est  dans  une  (lit'Bciilté  d'une  nature  bien  subtile 
(|ue  présente  la  théorie  des  é(|nations  diiïerentiidles  :  cette  diiriculli'. 
c'est  (|ue  clia(]ne  intégrale  'c(.i')  d'uiu'  é(|uation  dilï'érentielle  peut 
d<-venir  indéterminée  jiour  certaines  vaieuis  de  .i\  variables  avec  l'in- 
tégrale considéiee  et  (]ue  l'ien  ne  met  en  évidence  sui'  rei|ualion. 
Comment  étudier  l'intégrale  dans  le  voisinage  d'iim'  telle  valeur? 
Comment  surtout  décider  si  de  telles  singularités  existent  ou  non? 
A  ces  (|ueslions,  les  doctrines  classiques  semblaient  hors  d'état  de 
répondi'c.  Il  y  avait  l.à  un  obstacle  (|n'(Hi  pouvait  ii  bon  droit  juger 
insurniontable.  C'est  l'opinion  ;t  la(|uellc  ahontissail  un  des  plus 
illustres  géomi'tres  cont(Mnpor'ains,  un  de  ceux  dont  les  travaux  ont 
le  plus  coiilrihné  ;i  attirer  l'attention  des  analystes  sur  l'importance 
cl  la  dilliculté  de  ce  genre  de  probli-mes.  »  On  a  l'onde  autrefois  ». 
écrivait  en  \^[yi  M.  Emile  Picard  ('  ),  «  les  plus  grandes  espérances  sur 
»   l'étude  des  é(|uations  diiïérentielles  ;  on   pensait  ainsi   obtenir  de 

('t  Coinpliw  rriiitiK.  1.  CXIV,  p.  i3i(K  juin   iSc)>. 
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»  nombreuses  classes  i)i('ti  dctinies  de  irtinscendaiiles  nouvelles.  Il 
I)  faut  reconnaître  (pie  si  on  laisse  de  eolé  les  équations  linéaires,  ces 
»  espérances  ontétéjus(iu'ici  à  peu  près  déeues.  »  Cetécliec,  31.  Picard 
l'attrilniait  avec  raison  à  l'obstacle  que  je  viens  de  signaler.  Un  an  plus 
lard,  insistant  à  nouveau  sur  ces  singularités  si  complexes  des  é(|ua- 
tions  difrérentieiles.  .AI.  Picard  ajoutait  (')  :  «  (les  réilexions  ne  sont 
)i  pas,  en  débnilive,  Iri's  encourageantes:  il  est  peu  pr(dialil('  (|iie  1rs 
')  équations  d"oi'dr<'  supérieui'  |  ii  jioints  critiques  (i\es  i'-)]  puissent 
»   conduire  à  l'etudr  de  li-aiisciMidaiites  nouvelles.  » 

Cet  obstacle,  qui  s'ojtposail  aux  «  grandes  espérances  fondées  autre- 
Ibis  sur  les  équations  dillérentielles  »,  je  suis  parvenu  ii  le  suiniouter 
dans  le  cours  de  ces  trois  dernières  années.  La  mélbode  (pic  j'ai  em- 
ployée n'est  d'ailleurs  (prune  application  particulière  —  la  plus  pré- 
cise et  la  plus  imp(Mtante,  il  est  vrai  —  de  mes  travaux  antérieurs  sur 
les  équations  ditléreutielles.  Je  voudrais  donner  bi'ii'vcment  un  apeiçu 
de  ces  travaux. 

Avant  de  iiralta(piei'  aux  eipialions  (liirerenti(dles,  j  ai  du.  au 
préalai)le,  appi'ol'ondii'  la  nature  des  singularités  des  fonctions  analy- 
tiques (disposition  des  points  singuliers,  mode  d'indétermination 
d'une  fonction,  unitbrme  ou  non,  dans  le  voisinage  d'un  point 
transcendant,  etc.  ).  J'ai  dû  aussi  ni'occuper  de  la  représentation  des 
fonctions  :  développenieul  d'une  fonction  uniforme  {It  singularités 
(|uelconques  )  dans  tout  son  (bunaine;  dcvelop|ieiuent  e\|)licitc,  sur 
tout  le  segment  réel  où  elle  est  liolomorpbe,  d'une  fonction  detiiiie  par 
une  série  entière,  etc.  Ayant  eu  ;i  employer,  dans  l'élude  de  ce 
dernier  problème,  la  rcpresc/i/a/io/i  conforme  d'une  aire  (jiielcoiupie  sur 
un  cercle,  j'ai  levé  toutes  les  difticultes,  si  délicates,  relatives  au  con- 
tour de  l'aire,  dilticnltés  (pie  laissaient  subsister  les  beaux  travaux  de 
.M.  Scbwarz. 

Plus  tard,  l'étude  des  e(pialioiis  dillérentielles  :i  points  ciitiipics 
fixes  m'a  conduit  ii  [)crfeetionner  rim[iortaiite  tbéorie  des  tiansforma- 


(')  Acta  mnl/icnialicti.  t.  WII,  p.  3oo  :  iSgi. 

(-)  Les  points  (.-riliiiucs  iliinr  îmIi-l;]  ,ilr  y  {  .r  \  >oiit  le-  pniiils  autciiir  (losciucU  (Icin 
liranchesau  moins  de  >(,/■)  -■■  pi-iinntcnl.  Ces  puints  sont  dits  nio//i7,:<  i,\\  fixes,  sui- 
tant  qu'ils  \ariL-nl  ou  non  a\.-o  les  con-tanli's    irinlrt,Mation. 
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lliilis  hiidliiiiiiicllrs  ((Ml  >iiii|>l('llH'lil  ralio/irulli  s  )  des  rduihcs  cl  des 
siiiiiiccs  ;ili;('l»i'i(|ii('s,  cl  ;i  jilxirdcr  le  pndili'iiic,  ciinii'c  iiilacl,  des 
IriiMsIoriiKilidiis  Ml  Ml  iir.Mis  de  ces  siiiTaees.  J'ai  l'ail  voir  iiiilainnieiil 
i|iie  ces  Iraiisforinalidiis  coiiscncul  lis  inli-i^ralcs  di)ul>les  de  jneinu-re 
ispévr  (tltarlu'vs  aii.v  sitrjiirrs.  au  lieu  (|u'(dles  uc  coiiservenl,  pas,  en 
i^éiiéral,  Ic-^  tlijfi'irnlicllcs  lolftlcs  de  première  espèce.  Ce  lliéoièuie  illustre 
la  (lillcreuçe  de  ualiirc  ijui  sé|)are  |e>  cycles  a  une  dinicnsion  des  cycles 
il  deux  diiiiciisidiis  allaclies  à  iiiie  siirCace  al^idiiii]  ne  :  il  |)eruicl 
d"(''ludicr  c(iiii|il('lcineii[  les  ciiircspoiidaiii'cs  liiunil'nniics  cuire  sur- 
laces de  ^eiire  /;  p-  i  . 

Ces  éludes  |)reliiiiiuaires  nrelaieiil  iiidispciisahlcs  |Muir  a|i|iriiri»ii(lir. 
dans  le  sens  (|iie  je  voulais,  la  tlieorie  aiial\'li(|iie  des  cipialiiHis  dilTercn- 
liidlcs.  Je  poursuivais,  en  cU'el,  iiii  luit  liien  d(''leriuiiie  :  laiidis  (|ue  les 
dociriiies  classi(]ues  ne  detinisseiil  l'inléLirale  (|ue  dans  le  voisinai;e 
des  coiidilioiis  initiales,  je  lue  |iro|>osais,  en  partant  de  ces  coudilious 
iniliales,  de  ponrsni vi'c  l'élude  de  rinlcj^rale  dans  loiil  le  cliainp 
coiiiplcxe  de  la  \arial)le. 

Connue  lyjie  des  rcsiillals  i;-cncrau\  au\i|iiids  je  suis  parM'iiu  je 
cilerai  le  snivanl   : 

Ac'.v  i/ilèifralcs  \(  .v)  il' une  èipiulinti  ili/fèreiiliclle  du  prctuicr  ordre . 
olgéhriipie  en  v  ,  v,  r,  lu^  peuveii!  ad  me  lire  comme  poinls  singnUers  Ira/is- 
cenihinls  (pie  cerlums  piuiils  Ji.ves  ipii  se  dèlerminenl  (dgèhrujuenwnl  sur 
l'èf/uiiliiin  im'mc . 

Di's  (|iie  l'ordre  dillcrenlud  dépasse  riinile,  le  lliéoirine  précèdent 
est  en  did'aiil  :  une  inlci;rale  v(  r  )  d'uni'  e(|iial!on  du  second  ordre 
peut,  je  l'ai  dil.  devenir  indcleriii i iiec  pour  des  valeurs  de  x  varialtles 
a\('c  l'iiili'içrale  cousideree.  I,es  exciupli's  où  apparaissent  ces  sini;u- 
lariles  sont  si  simples  ([u'il  ne  semlilail  pas  doiilenx  iiu'uiie  e(|ualion 
prise  au  hasard  en  lïil  aH'cclee.  J'ai  nionire  ijifil  n'en  clail  rien,  l'our 
ipic  de  Iclles  sinmila  ri  les  exisleni,  il  l'aiil  (|ue  cerlaiiies  condilions 
exccplioiinelles  soieiil  icniplies.  De  lii,  une  division  des  é(|iialioiis  du 
second  ordre  (  on  d'ordre  supérieur  )  en  deux  classi's  :  nue  idasse 
gèuènde  i|iii  parlage  avci-  les  ei]ualion>  du  premier  ordri'  cerlaines 
propi'ielcs  rondamenlales  cl  une  clasM'  sDigulière  è\(n\{  rinléLfrale  pré' 
sente  des  complications  (rime  nature  loule  diiTérente.  (]'esl  au  sujet 


(le  ces  l'ésullals  que  !\I.  IMciu'd  voulait  liien  éciire  (  '  )  :  «  La  liraiule 
"  imiiorlance  de  la  Note  de  .M.  l*aiiilev(''  iréelia|i|iei-a  ii  aucun  analyste. 
i>  Sans  avoir  approfondi  la  question,  je  piésuiuais  (jne  les  é(jnalious 
»  dillérentielles  algél)i'i(|ues  du  second  oi'di'c  avaient,  co  L^vnéral,  des 
»  points  singuliers  essentiels  luoliiles  :  cette  présouipliou  n'rlail  \y,\< 
'>  juste.  On  vient  de  voir  dans  l'article  de  M.  Paiuleve  ({u'il  y  a  sculi'- 
"  nient  une  classe  sini;ulii'rr  d'/'iiiiations  pouvanl  a\oir  des  siui:ula- 
»  rites  essentielles  nioliilcs.  A  la  vérité,  cette  chisse  comprend  loiiles 
'  les  équations  qui  ont  l'ait  l'idijct  de  mes  [•ecliendics.  c'est-ii-dii'c  les 
"  équations  dont  l'intégrale,  d'après  ma  terminologie,  est  ii  appan/iri- 
"  uniforme.  J'espère  (|ue  les  rediei'clies  ultérieures  de  iM.  i'ainleve 
»  apporteront  l)ientùt  (jnehiue  lumière  sur  la  classe  singiilii're  d'éqiia- 
»  lions  difi'érentielles,  si  importante  pour  la  définition  de  tianscen- 
»   dan  tes  nouvelles.  » 

(".'est  jnslenienl  en  élucidanl  à  i'oud  la  théorie  des  é(|uatious  singu- 
lières du  second  oi'dre  (pie  je  suis  parvenu  aux  Irajisiendanlrs  tnrro- 
niorphcs  essentielUtiwnt  /loiiwlles,  dctinies  pai'  les  é(|uatious  {■?.  i,  (1) 
et  (4)  citées  plus  liant. 

^lais  les  propositions  générales  dont  je  viens  de  parler  comportent 
hien  d'autres  applications;  je  me  liorueraiàen  indiquer  deux,  particu- 
lièrement précises. 

i"  J'ai  résolu  le  prohli'ine  suivant  (  -  )  : 

Rccunnaltre  sil'  intcgnilc  y{.v)  d'une  àjuauoii  do/incc  V(y\  y,  j-  )  =  o, 
algébrique  en  y,  y',  x,  est  une  fo/ie/iou  '\\-y\yst.\-s\).\yjv.  à  un  nomhie  Jiui 
(non  do.x.né)  fie  bran e lus  (ou  plus  généralement  à  \\\\  nomlnc  tiiii  de 
branches  permutahles  autour  des  [loiuts  critiques  mohilcs  ). 

Quand  x  ne  tignre  [las  dans  l'eiiuation,  le  prohlème  coïncide  soit  avec 
le  célèhi'e  problème  d'Abel  (recherche  des  cas  oii  une  diUercnticdle 
algébriijuc  s'intègre  par  un  seul  logarithme),  soit  avec  le  prohli'ine  de  la 
réduction  des  intégrales  alieliennes  de  première  espèce  aux  intégrales 
elliptu[ues.  On  .sait  quelles  difticultés  arithmétiqucssonlèvent  ces  deux 


(1,1  Comptes  lenUut,  I.  ('.Wl,  p.  'lOij  :  iiuirs    iS.j;. 

(/)  Un  Mém(jire  cuns.iciv  a   ce  |u-olilrnic  i\  éW-  unurniiaé  ii;ii-  lAcailéinip  dos  Scioiici's 
(Grand  l'iix  des  Sciences  nuuliém.iliiiucs,  iSi|o). 


pr()l)I('ines  dans  les  cas  tirs  [larliculicis  où  on  les  a  rw-solus.  Il  y  avait 
lion  (le  pcnscf  (pif  CCS  (lilliciiltrs  scraicnl  pi  lis  |)r(iroiiiics  encore  f|iian(l  r 
tigiir(^  dans  F.  Il  n'en  est  rien;  la  (|iicslioii  posi'c  se  Irailc  (il>^rl)ii(iuc- 
inent  sanf  ponr  des  (^'(inations  exceptionnelles  (|iii  s'inti'i^rcnt  par  cpia- 
dratnres  ;  ponr  ces  ('(|  nations,  le  prolili'inc  est  raineiK'  explicite  nie  ni  an 
cas  oii  .!■  ne  lljinro  pas. 

■2"  .l'ai  (l(''inontr(''  le  celidii'c  tlicori'iiie  de  \\  l'ierslrass  si/r /rs  fo/ir- 
tions  (le  n  rarid/t/i's  qui  adimltviil  un  ihcorrnic  il' addition.  Ce  I  lieori'ine, 
dont  l'iinporlance  (;st  coiisid(!'ral)le  (  (laiis  l'étiidc  des  Conctions  alx!'- 
liennes,  des  stirlaces  ali^éhriqncs,  des  c'(|natioiis  dillerciitielles,  etc.  ) 
a  ('■t(''  pris  souvent  comme  point  de  d(''|)ail  par  les  (di'ves  de  Weier- 
strass,  mais  la  démonstration  de  l'illnstre  i^'conii'lre  alleniand  n"a 
jamais  ('•l(''  ni  pnliliee  ni  enseiL^nee.  .le  suis  par\('nn  ii  elaliliren  toiile 
rignenr  cetlj^  pro|)osilion  londamentale,  non  sans  rencontrer  de  (ri's 
|)ro('ondes  dilliciiltés. 

Tontel'ois,  c'est  la  d(''terminal  ion  explicite  des  ('M|iialions  diirereii- 
ticlles  il  int('' Ivraie  nivroiiiorphc  on  {  pins  i;i''n(''i'aleiiieiit  )  à  juniils  cri- 
tiijucs  //,rr.v(|ni  constitue,  je  le  r(''p('te,  l'application  la  |)l  ns  remar(|iial)le 
des  i^'i'iK'ralites  priMM-dcntes.  i.es  e(|na(ioiis  ii  points  critii|iies  fixes,  par 
rinteriii(''diaire  deS(|iiidles  il  l'ant  passer  [lonr  atteindre  les  ('(inations 
d(Mil  riiilci^rale  est  iiK'romorplic  on  nnirorme,  présentent  parelles- 
m(''mes  un  inli'ri't  considérahle.  l'allés  conslilneiil  la  licncralisation 
iiatnr(dledes  ('M|nations  lin^'aires  et  partai;('nt  avec  ces  e(|iiations  tontes 
les  pro|)rietcs  (]iii  resniteni  de  la  tixite  des  points  singuliers,  ./'a/ /u/ 
former  e.rpliellenient  /ou/es  les  ef/tii//iii//s  du  second  ordre  el  du  fireinier 
dei;re'  don/  les  points  eritu/ues  sont  Ji.ves,  ei|natioiis  (pii  conipreiinenl 
notamment  les  trois  ly|ies  irr(''dnc(il>les  (  i' ),  (  !  )  et  (  'i  ).  I.a  iiielhode 
s'étend  d'(dle-iiieine  aux  e(|nations  (  ali^(d)ri(|nes  )  du  secdiid  (M'ilre  non 
lésidnes  ('ii  y",  lùilin.  sur  les  ('([iialions  dn  Iruisiinn  ordre  ;i  poinl> 
criti(]nes  fixes,  dont  r(''lnde  est  licancoiip  pins  diriicile,  j'ai  olilenii 
recemincnt  des  resii  I  la  Is  dune  I  ri's  gra  iide  |U'ecisi(!ii.  Le  |irold(''me  de 
la  delerminalion  des  ecinations  diirereiilielles  ii  points  crili(|nes  lixe.'^ 
(  d'ordre  snpi'rienr  il  rniiilc' ),  (pii  seinhlail  ri'ccniiiieiil  encore  iiialior- 
dahle,  se  troii\'c  donc  résolu  an joiird'lini  dans  le  cas  dn  second  ordre 
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ot assez  avancé  dans  le  cas  du  troisième  ponr'  (|n'on  pnissc  en  croiic  la 
solution  procliaine. 

Mais  ce  n'est  pas  senleinent  coninie  types  nouveaux  d'écinalions  in- 
légrables  ou  comme  sources  de  (ranscendanles  nouvelles  (jne  les 
('■(juatioiis  il  points  crili(|ues  tixes  s'imposent  ii  l'attention  des  i;éo- 
mi-tres.  halles  >e  présentent  d'elles-mêmes,  et  d'une  façon  bU-n  inat- 
lendue,  dans  les  théories  les  plus  diverses,  (l'est  ainsi  (|ii'elles  se 
relient  étroilement,  comme  je  l'ai  montré,  ii  la  théorie  des  i^roiipcs 
co/i/imis  ///lis.  Le  rôle  (in'elles  joueni  dans  la  re(herche  des  intégrales 
pn'//iinrs  des  svslé/itrs  dij/ë/e/uiels  est  plus  im|)ortant  encore,  .le  nie 
hornerai  ii  le  l'aire  ressortir  sur  les  é(|uations  de  la  I)ynami(|ne. 

«    Dans  un  prohii'me  de  .Mecani(pie  ;i //  paramétres  a: r,,   (où 

ni  les  lorces.  ni  les  liaisons  ne  dépendent  des  vitesses),   les  inlei;rales 
[iremiéi-es  rationnelles  ou  unirormes  par  lapporl  aux  vitesses  ne  [)euvenl 

admettre  (dans  le  champ  des  .^•, r„,   /)  de  points  criti(|m^s  en 

dehors  d.'s  valeurs  (connues)  des  .c r„,  /.  pour  les(|H(dles  lc> 

éi|iiali(ms  du  monvenuMit  cesseni  d'élre  régulières.  >. 

La  delerminaliou  de  ces  inlei;rales  |)remii'res  dépend,  par  suite, 
d'etiuations  (liJl'erentielles  ii  points  i'rili(iues  tixes. 

Appliquée  an  prahlvi/ic  <li's  /i  corps,  cette  pro|iosition  m'a  permis 
d'étendre  les  theoriMues  hien  connus  de  M.  15runs  et  de  M.  Poincaré. 
et  de  monti-er  (|u'il  ne  >aurait  exister  (  en  dehors  des  intéi^i'ales  clas 
si(|ues  )  d'inte-rale  premilM-e  ali;ehri(|ue  ou  nnif(wme  pai-  ra|)|iort  auK 
vitesses  (  les  <<iord(mnces  lii;nrant  d'une  façon  (|n(dcoiuiue  ):  j'ai  pu 
établir  par  la  méim'  voii'  ([lie  1rs  coitdilio/is  di/  choc  {contrairemenl  t/t/v 
pirsoi/iptio/is  de  <erl(/i/is  aslrono/iics)  sont  tra/zscc/ida/ites,  et  même 
transcendantes  par  rapport  aux  vitesses  .-j'entends  par  là  que  les  con- 
ditions pour  que  deux  au  moins  des  n  corps  se  ehociuent  au  bout  d'un 
temps  fini  ne  peuvent  se  traduire  par  des  relations  où  les  vitesses 
tiiiurent  ali;cbiiquement. 

L'Académie  a  counuine  (Prix  IJordin,  iS()'|)iin  .Mémoire  qui  ren- 
fermait ces  résultats  et  sur  leiiuel  le  ra|qtort  ('  )  de  la  Commission 
.s'exprimait  en  ces  termes  : 


C)  Ra|iporlciirs  :  M.M.  l'oiucaré,  PicarJ.  Apiiell 
P. 
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<(  Dans  la  ijrcinil'rc  l'ail ic,  sont  dcvelopiirs  des  lliéoilMncs  d'un 
cai'acli'n'  Irf's  i^rnrral  oilVanI  nii  i^raiid  intérrl  analyti(|n(';  ils  sont  rc- 
lalifs  aux  i  ni  rurales  pi'cniii'res  d'nn  sysli-nic  d'(''(|ua(ions  de  l.a- 
i;rani;('....  Il  l'st  bien  r('rnar(|ual)l(' de  voir  inici'vcnir  ici  (ont  iialui'cl- 
Icniciit  une  c.lass(î  d'éiinations  dillérenliidlcs  (les  ('([uations  à  points 
rrili(]n('s  fixes)  qui  adéjii  l'ail  l'ohjet  de  divers  Iravaux,  mais  (|ui  ne  s'é- 
tait présentée  encore  dans  aucune  application —  La  (lonunission  a  ete 
parliculièrenienl  IVappée  de  rorii^inalité  de  celle  pieniii'i'e  Partie,  oii 
TauteiM'  étudie  de  la  manière  la  plus  heureuse  les  équations  de  la  Dyna- 
mi(|ue  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  la  lliéoiàe  des  fouclions.  Elle  esl 
unanime  à  accorder  le  Prix  Bordin  au  Mémoire  iusciit  sous  le  n"  ',> —  » 

.lus(]u'ici  nous  avons  emlirassé  tcuit  le  champ  (l'éel  ou  in]ai;inaire  ) 
de  la  variable.  Ouand  on  se  restreint  au  domaine  /c'c/,  les  résultats  gé- 
néraux (|ne  j'ai  ohlenus  conirihuent  elficacement  ii  l'élude  ciunnlitalive 
de  rinle;,fiale.  La  remar(|ue  suivante  snftit  à  le  l'aire  comprendre  :  Ad- 
mettons ([u'on  ait  déuKuitré  (jue  les  inléi^rales  d'un  sysli/me  dill'éren- 
tiel  réel  ne  présentent,  dans  le  champ  leel  de  la  variable,  d'anlres  sin- 
i;ularilés  (lue  des  pôles  ;  Yuili'i^nilioii  (juanhlalivc  du  svsiéme  esl  dés 
lors  achevée,  eu  ce  sens  (pi'il  esl  possible  de  représenter  l'intéjTi'iiie 
(  di''tinie  |>ar  des  condilions  iniliales  réelles  )  ii  l'aide  de  S{''ries  (|ui  con- 
veri;enl  pour  tontes  les  valeurs  réelles  de  la  variable.  (M-  les  melbodes 
(ine  j'ai  dev(d(qip(''es  donneni  prt''ciséinenl  le  moyen  de  reconnailre  si 
b'S  inléi;rales  d'nn  svsli'uie  dillerentiel  preseiilent  on  non  des  siuiiii- 
larités  non  polaires,  (l'est  ainsi  (|ne  j'ai  pu  si^^naler  des  chisses  tirs 
étendues  d'écpiations  diU'ei'entielles  (et  noiamment  de  pr(dd('nies  de  la 
l)ynami(|ue)  (jui  coniportent  dans  le  champ  ré(d  une  veiilable  inh'- 
^raruni  (luanlilalive.  La  plupart  de  ces  l'ésnllals  se  laissent  d'ailleurs 
étendre,  par  la  méthode  tout  élémentaire  de  C.auchy-Lipchit/.,  aux 
svsti'iiies  dillcrenliids  non  analytiques.  C'est  cependant  par  l'élude 
approl'oudie  des  intéi^rales  analyti(|ues  dans  le  domaine  complexe  (|ue 
j'ai  été  mis  en  i^nirde  Contre  certaines  sini,nilarités  (|ni  persistent  dans 
le  domaine  réel  et  qui  semhliMit  avoir  échappé  ;i  l'attention  des  i;éo- 
mi'trcs.  Il  v  a  lii  une  ditTjculté  assez  subtile  sui'  laquelle  je  voudrais 
insistei'  en  prenant  comme  exem|tle,  pour  plus  de  clarté,  le  prahlrinv 
(les  II  corps. 
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Représentons  par  p(/)  la  plus  petite  (à  l'instant  /)  des  distances 
mutuelles  des  //  corps.  Le  mouvenieiil  du  système  reste  régulier  et  se 
laisse  définir  à  l'aide  de  séries  convergentes  l(t/i/  qiicz(l)  ne s'an/iulc juis. 
Les  géomètres  étaient  unanimes  à  eu  conclure  (|ue  le  mouvement  i-estc 
régulier  tant  (|uc  deux  des  astres  ne  se  cluxiuc/il  pas,  c'est-à-dire  lanl 
(]ue  deux  (au  moins)  des  points  du  système  ne  viennent  pas  coincidi'r- 
en  un  eerlain  point  de  l'espace.  Cette  conclusion  n'est  pas  légitime,  du 
moins  sans  une  discussion  préalable;  elle  serait  sûrement  vraie  si 
(quand  t  tend  vers  un  certain  instant  ;,)  les  astres  tendaient  néces- 
sairement vers  des  positions  déterminées;  mais  rien  ne  prouve  (|u'il 
(Ml  soit  ainsi;  on  peut  choisir  des  lois  d'atti'aclion  entre  quatre  points 
matériels,  par  exem|)Ie.  telles  que,  /  tendant  vers  /,,  les  quatre  points 
restent  à  une  distance  finie  sans  tendre  vers  aucune  position  limite; 
:(/  )  tend  vers  zéro  avec  ('/  —  'i  )  sans  ([ue  la  distance  de  deux  ()oiiils 
particuliers  tende  constiiinment  verszéi'o.  Ou'une  telle  hypothèse  soi! 
inadmissible,  c'est  ce  qui  n'est  nullenu'nt  évident  «/jr/'or/.  et  je  ne  suis 
arrivé  à  le  démontrer  (]ue  dans  le  cas  ilr  Iros  cor/is. 

Le  problème  des  trois  corps  (mais  non  celui  des  /;  coi[is  )  serait 
donc  résolu  an  point  de  vue  quctnliuitij,  si  l'on  connaissait  avec  préci- 
sion les  coinlitions  initiales  (|ni  correspoinlent  ;i  un  choc,  .l'ai  dit  plus 
haut  que  ces  conditions  n'étaient  jias  susceptibles,  malheurensement, 
d'une  détinition  algébrique;  le  seid  but  (|u'on  puisse  se  pro[ioser. 
c'est  donc  de  les  calculer  avec  une  apjiroximation  indéfinie.  .l'ai  com- 
mencé, il  y  a  quatre  ans,  l'élude  de  ces  conditions;  mais,  entraine 
presque  aussitôt  par  d'autres  recherches,  je  n'ai  eu  le  temps  ni  de 
l'achever,  ni  d'en  publier  les  |)i'emiers  résultats.  Je  voudrais,  du  moins, 
faiie  cnnnaitre  en  deux  mots  le  point  où  je  l'ai  laissée  :  le  cas  où 
deux  des  corps  seulement  se  choquent  est  à  peu  pri'S  élucidé,  grâce  ;i 
cette  remarque  bien  simple  que  l'action  du  troisième  corps  devient 
négligeable  dès  que  les  deux  corps  sont  très  voisins,  mais  je  n'ai  rien 
pu  obtenir  encore  sur  le  cas  où  les  ti'ois  ctups  (supposés  de  masse 
finie)  se  choquent  à  la  fois. 

i'our  n  quelconque,  j'ai  donné  du  moins  du  problème  (|uantitatif  la 
solution  imparfaite  suivante  :  «  Les  conditions  initiales  du  système 
étant  données,  on  peut  calculer,  au  bout  du  temps  T,  la  position  des 
astres  avec  une  approximation  î,  ou  bien  decidcii-  si  la  distance  de  deu\ 
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iui  moins  de  ces  asiros  ost  (Icvcniic,  dans  cet  intervalle,/^  l'ois  moindre 

(|iie  lenr  dislanec  aelnelle  (ï,  -^  p  sont  donnés  d'avanee  aussi  grands 

(in'oii  vent  ).    » 

F. a  niélliode  de  ('ancliy-fjpeliitz  siilfil  à  traiter  la  question  avec  un 
nonil)re  fini  d'opéi'alions  (nombre  qu'on  peut  limiter  à  l'avance,  une 
lois  r,  ô, /;  choisis ).  I']n  combinant  cette  méthode  avec  les  méthodes 
classiques  de  l'Astronomie,  on  rendrait  les  calculs  réalisables. 

Dans  le  domaine  de  recherches  ouverl  par  M.  Poincaré  sur  les  pro- 
priétés yw////^//Me,v  des  intégrales,  j'ai  trouve  aussi  (|uel(]ues  résultats 
nouveaux.  J'ai  discuté  notamment  les  trajectoires  d'un  système  malé- 
ri(d  dans  le  roisinage  d'une  position  d'cquilihre.  J'ai  démontré  Vinsta- 
hdiledi'  ré(|iiilil)i'e  dans  des  cas  étendus  qui  é(dia|)paieut  aux  méthodes 
de  >IM.  I.ia|)(mnolir,  Kneser,  Uailamard.  J'ai  établi  tri's  simplement 
rcxislence  (  dans  le  voisinage  d'une  position  d'écpiilibre  ordinaire  )i\v^ 
pelils  mouvements />mo.'//y//e,v.  étudiés  par  M.  Poincarc;  comme  appli- 
«alioii,  j'ai  l'ail  voir  (|u'uu  corj)s  solide  pcs;uit,  tixé  par  un  quelrorupie 
de  ses  points,  comporte  une  infinité  (  ii  deux  paramétres)  de  mouve- 
meiils  périodi(|ues. 

.Mais  je  veux  snitoiit  sii^iuiler  les  petits  mouvements  périodi(|Ucs  des 
systèmes  dont  la  période  es!  très  longue  quand  leur  anqdilude  est  1res 
pente.  I,a  méthode  de  M.  Poinearé  suppose  essenti(dlemeut  (jue  la 
|>eri()de  des  oscillations  considérées  reste  inférieure  ;t  une  limite 
d(uinee  (|uand  leur  amplitude  tend  vers  zéi'o.  Or,  dès  que  la  Innctioii 
des  huces  (dévelo|)()ee  dans  le  voisinage  de  la  position  (ré(iuilil)re) 
comnu'iu'c  pai'  des  termes  de  degré  supérieur  au  second,  de  l(dsp'etits 
mouvements  n'exislcnl  pin--,  an  lieu  (|ne  des  exemples  (rl's  siniples(à 
un  |»aranii'lrc  )  niellent  en  e\i<lcnce  des  oscillations  dont  la  périoile 
croit  indi'Jinunrnt  (juand  ra'nplilule  tend  rers  zéro.  L'étude  de  tels 
mouvements  semiilalt  exiger  une  méthode  eutil'reiuent  nouvelle.  J'ai 
|)U  cependani,  ii  l'aide  d'un  arlilice  assez  simple,  établir  l'existence  de 
petits  mouvements  périoili(iues  ii  lii's  longue  période,  dans  le  cas 
ge'/iéral  où,  la  position  d"e(|uilibre  étant  stable,  la  fonction  des  forces 
conimcnee  par  des  termes  de  degré  Miperienr  au  second. 

Je   dirai   i|uel(|ues   mots,    en   terminant,   de  deux  ordres  de  travaux 
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qui  no  se  rattaclient  (rancune  nianiôro  aux  pr'écédents  et  auxquels  j'ai 
été  conduit  par  mon  enseignement.  Les  premiers  sont  relatifs  ii  hi 
transformation  des  équations  de  la  Dynami(]ue,  les  seconds  ii  la  Méca- 
ni(|ue  analytique  du  frottement. 

Transjoimalion  des  c(fiialions  de  Id  DynaDiique.  —  Le  pi'ohli'me,  (cl 
que  je  le  pose,  généralise  à  la  fois  le  proldème  de  la  représentation 
géodési(|ue  des  surfaces  et  les  élégantes  recliei'clies  de  .M.  Appel!  sur 
r liomugraphie  en  Mceaniquc 

(lonsidérons  une  suilacc  S  et  un  point  M  mohilc  sans  frodi'mcnl 
sur  S  sous  l'action  d"ini('  im-ce  (iiiclcompir  !■'  (|ui  ne  di'pcnd  que  i\^'  la 
position  de  M.  Ajipelons  /(//«///c  île  f/njec/oires  la  famille  de  courlies  à 
trois  jtarami'tres  décrites  par  .M.  Klant  données  deux  fd/nilles  de  Irajee- 
toires.  iraeèes.  l'une  sur  une  surface  S,  l'aulre  sur  une  surface  S,. 
existe-t-il  entre  S  ^'^  S,  une  correspoii'lance  pnncluellc  qui  transforme 
l'une  dans  l'autre  les  deux  familles  de  trajectoires? 

(lette  (|acslion  comprend  évidemment  l'étude  des  familles  de  trajec- 
toires ([ui  admettent  nue  Iraiisformalion  ]ionelu(die  (et  notamment 
une  transformation  c(Uiliiuie  )  en  elles-mêmes.  Si  ou  laisse  de  cole  le 
cas  hanal  oii  la  c()i'res|M)ndance  réalise  l'applicalion  de  S  sur  S,  ou 
sur  une  liomotheti(ine  de  S, ,  la  i|uestion  se  relie  intimemeul  à  l'exi--- 
tetice  iVifilèiirales  (luadratujues  des  g(''()(lesi(]nes  de  S.  J'en  ai  diume. 
ainsi  (|ue  iXi'i-  (|uestions  connexes,  une  solution  explieile  e(  comidcle. 
en  dépit  des  in(t'^rali(Uis  (|ni  semhiaicnl  s'iniroduirc.  .l'ai  élendn 
le  proi)li'me  l'I  une  Irlande  partie  des  lesullals  au\  'A-  a  n  ilinien- 
sions  ('  ),  c'est-;i-dire  aux  prolilémes  de  l)ynami(|ne  ;i  /;  parami'li'es. 

Mécanique  anahluiue  du  /rotlemcnl .  —  .l'ai  clierc  lié  ii  di'V(d()[t|)er 
pour  les  svsti'Uies  doues  de  frotteuieiil  une  doctrine  analouiie  ii  la  Meca- 
ni(|in'  analvli(pie  des  sysli'iues  sans  frotlemeiit.  (!elte  exiension  semMe 
devoii'  pri'seiilei'  un  intérêt  véritable  (|uand  ou  passe  de  la  .Meeani(|ue 
[•ationnidle  ii  la  Mécani(jue  pliysi(|ue  et  ;i  la  Thermodynami(|ne.  .l'ai 
donne  une  delinition  générale  des  l'oi'ces  (1<'  froKemenI,  des  forces  de 
liaison,  d'  la    loi  ratu)n//elle  {\o  frollement  (  [inqirc  a  un  système  ).  loi 

(  n  Je  me  suis  troiivi;'  là  on  (■(iiilacl  sur  ihr'Iiiucs  puiiils  avec  M.  R.  liou\iile. 
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(lislinclc  (le  lu  loi  emj)iri(]nc  de  (Vodciiiciil,  mais  (nii  s'en  (Irdiiit.  (^clte 
cltidc  m'a  condiiil  à  iino  conclusion  iiialtcndiie  :  c'est  que  les  lois  clas- 
siipics  (In  IVotlcnicnt  de  i^lissenient  sont  logiquement  absurdes  dès 
(|iie  le  cocllii'ienl  de  IVoltement  devient  un  peu  considéralile  (tout 
en  icsiani  inférieur  aux  valeiiis  (|u'on  lui  atlrihue  d'après  l'expé- 
rience). I,a  vraie  raison  de  la  contradiction  c'est  (|ue  la  rugosité  des 
Mirfaees  en  contact  ii'alli're  pas  seulement  la  composarite  tangcntielle, 
mais  aussi    la  composante  normale  de  la  réaction. 

Admellons,  par  exemple,  comme  postulat,  que,  dans  le  frottement 
de  {\i'u\  solides  l'un  sur  l'autre,  la  composante  tangcntielle  T  de  la 
rcaelimi  soit  une  fonclion  de  la  composante  normahî  N,  soit  ï  =  F(N), 
la  rouclion  1"  ne  dépendant  (|ue  de  la  nature  superficielle  des  deux  élé- 
nienls  en  contact  et  de  leur  vitesse  relative.  Poui'  (|n'une  t(dle  loi  ne 

rcmdiiise  pas  à  des  conlradictiotis,  il   faut  (lue      ^    -  tende  vers  zéro 


.l'ai  inili(|ué  ([uel(|ues  cas  particulicis  très  simples  où  les  lois  ordi- 
naires du  frottement  ne  sauraient  se  vérifier.  11  serait  facile  et  inté- 
ressant de  réaliser  ces  expériences. 


Telles  sont,  dans  leurs  grandes  lignes,  les  quelques  idées  générales 
i|ui  ont  inspiie  mes  reclierclies.  On  trouvera,  dans  les  pages  (|ni 
suivent,  um>  analyse  détaillée  des  résultats  auxquels  je  suis  parvenu 
e(  dont  je  n'ai  pu  qu'indiquer,  dans  cette  Introtluction,  les  plus  carac- 

léi'isli(|in's. 


RÉSUMÉ    ANALYTIQUE. 


PREMIERE   l'ARTIE. 

TllKOUIK  GÉNÉl;\Li:  l)i;S  FONCTIONS. 


Singularités  des  fonctions  analytiques. 

1.  J'ai  approfondi  la  natiirr  ilos  divLTses  singularités  (|iic  pciil  pi'é- 
senter,  dans  son  domaine  d'exislcnco,  une  fonction  analvti([ui'  uiùfurinc 
on  non. 

Certains  esprits  seraient  enclins  ;i  penseï'  qne  ce  sont  lii  des  généra- 
lités inutiles  et  qu'il  suffit  de  se  limiter  aux  singularités  les  pins 
simples.  VnQ  telle  restriction  est  évidemment  légitime  (|uand  on 
étudie  la  théorie  des  fonctions  en  soi  ;  c'est  ainsi  (|u'on  a  le  droit  de 
(dioisir,  comme  sujet  de  reclierches.  la  classe  des  fonctions  uniformes 
(|ui  n'ont  que  des  points  singuliers  isolés.  .Mais,  (|uand  on  considéi't^ 
les  fonctions  engendrées  par  un  procède  analytii|iie  détermine  (  comme 
une  intégrale  définie,  une  e(|ualion  dili'crentielle,  etc.),  on  ignore  ;i 
l'avance  les  modes  de  singularités  qu'introduit  cette  génération,  et  les 
exemples  les  plus  naturels  fout  ap|)araitre  des  complications  liieii 
imprévues.  Sous  peine  de  commettre  de  graves  erreurs,  il  faut 
donc  se  mettre  en  garde  contre  les  dill'erentes  circonstances  qui  sont 
susceptibles  de  se  produire. 

2.  Sifiiiulari/i's  d<'s  fonvUons  umjornus.  —  C'est  aux  fonctions  uni- 
formes ('t  qui'    je   me    suis    atlaclie    tout   d'abord    |3,   (i3 1    (  -  ).    Les 


(  ')  Il  suffit,  pour  la  suile.  (iaiiiiifUrc  que  lii  roiirlion  osl  iniiInriiK.'  il.iiis  le  iliiiii;iiiie  du 
plan  où  l'on  fait  varier  la  variable  complexe  x. 
("-)  I,es  clàffres  placé*  eiilre  erocliels  renvoient  aux  numéros  de  la  li.sle  des  Uavau.x. 
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|iiiiii(s  siiii^nlicrs  (riiiic  h'Ilc  rimclioii  jouisscnl  ilc  la  proprii'lo  que  Av/r 
c/isc/nlilerc/ifiriitc  SI  s  poi/ils-ltniilcs.  Invci'si'iiienl,  (juand  un  ciiseiiiltlo  1"^ 
(le  points  salisf'ail  ii  crtlc  condilion.  il  cxislc  une  intinilé  de  foiiclions 
nniloiincs  ddiil  li's  poiiils  sini^nliefs  conslitncnt  l'onsomljlc  E.  Il  suit 
lie  la  (|nc  ccl  cnscinhlc  peut  ali'(_Mior  les  dispositions  les  plus  vai'iées. 
ronipreniire  des  csjhircs  laciiiKiircs.  des  lig/ics  siri^;uli<'rcs  (  poni'viies  ou 
non  de  lan^eiiles),  de.  (]"est  ponr(|iioi  j'ai  dn  eoninieneer  |iar  pi-éeiser 
la  notion  de  /ii;/ie. 

.M'appiiyanl  sur  les  travaux  de  M.  G.  Canlor,  j'a|)p(dle  avec,  lui 
ensenilile  runliuii  de  points  l<inl  ensenilde  parlait  bien  eneliainé,  et  je 
délinis  unc^  lii!;ne  eoinnie  un  ensemble  eoiitiuu  de  points  du  plan  qui 
lic  roiiijireiul  (lurunr  dire  {  '  ).  ('etle  déiinitiou,  eoinuie  il  lésidte  aisé- 
ment <le  la  llieoiie  de  .M.  (Canlor,  est  liien  ade(]uati'  ii  l.i  notion  ordi- 
naire de  li^ne.  Oiiand  l'ensemble  eontinn  eomprend  des  aires,  il  est 
dit  sujHi lifu-i.  \a^>  poiiits-lioiilivirs  d'un  ensemble  su|ieitii;i(d  forment 
un  enseinbb'  compose  de  lii^iU'S  (dont  eerlaiues  peuvent  se  féduiic  ;i 
un  point  )  et  (|ui  renrerme  ses  points-limiti's. 

.1  ai  ete  amené  aussi  ii  dislini;nei'  les  c/isenihlcs  par/ails  de  points 
(|ui  ne  e(un|U'euueul  pas  d'ensemble  co/i/ùiu,  en  trois  catégories,  de  la 
manii're  suivante  : 

Supposons,  eomme  il  nous  est  loisible  de  le  l'aire,  fous  les  points  de 
l'ensemlde  ii  distance  finie.  I, 'ensemble  elant  paifouf  discoutiun.  ou 
peut  enl'ermei'  les  points  de  l'enseuilile  ilans  un  nombre  tini  d'aires 
a,,  ....  y.^,.  tontes  extérieures  les  nm's  aux  antres  el  intérieures 
eiiaeuue  ;i  un  cercle  de  layon  z  cboisi  d'a\auce  aussi  petit  (lu'oii  xciit. 
Hepi'éseiitous  pai'  L^  la  longueur  totale  des  périmèli-es  des  aires  y.. 
Trois  cas  se  [ireseuleiit  : 

I"   I.;  tend  vers  zéro  avec  £  (si  l'on  cboisi  I  couvenableuientles  aires  y)  : 

■y  Le  premier  cas  n'est  pas  réalisé,  mais  1.^  reste  du  moins  inférieur 
il  une  certaine  limite  ([iiaud  î  tend  vers  zéro  (  les  aires  a  étant  coiive- 
uableuHMit  clioisies  )  ; 

5"  i.j;  croit  iiidelinimeut  avec  >  de  (juel(|ue  manière  qu'on  clioisisse 
les  aires  a. 


(  '  I  .l'faU'iuls  iiar  l;i  (lu'il   ii'e\i?lc  ;Hirinii'  .lii'c  liiiiL'  iJdiU  tous  les  (luiiils  fassent  parlK- 
(le  roiiseiiilik'. 
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Je  conviens  de  dire  (lu'iin  eiiseinl)le  paifuil  discontinu  de  points  est 
ponctuel  dans  le  premier  cas,  scmi-lincairc  dans  le  second,  scrni-siipcr- 
Jiciel  dans  le  troisième. 

3.  Appliquons  cette  terminologie  ;>  l'étude  d'une  fonction  uniforme 
/(.r)  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  non  p(daire  ■v  =  a.  Les 
principaux  résultats  que  j'ai  obtenus  se  résument  ainsi  : 

Si  le  point  singulier  a  est  isole  ou  limite  de  points  singuliers  isolés, 
l'indétermination  de  la  fonction  est,  comme  on  sait,  cùm[)lèle  dans  le 
voisinage  de  x  =  a;  d'une  façon  précise,  en  vertu  d'un  théorème  de 
M.  IMcard,  r(  j:-)  acquiert  une  infinité  de  fois  toutes  les  valeurs  sauf 
deux  ou  plus. 

Ce  cas  écarté,  l'ensemlde  E  des  points  singuliers  voisins  de  a  est 
nécessairement /?«//«?/,  mais  deux  cas  sont  possibles  : 

Premier  ras.  —  L'ensemble  E  est  discontinu; 

Second  rets.  —  L'ensemble  E  comprend  des  lignes,  c'est-à-dire  que  le 
point  a  fait  partie  d'une  ligne  singulière  ou  encore  est  un  point-limite 
de  lignes  singulières  (qui  tendent  ;i  se  réduire  à  ce  point  ). 

Dans  le  premier  cas,  si  l'ensemble  discontinu  E  est  ponctuel,  j'ai 
montré  très  simplement  que  l'indétermination  de  .v(r)  pour  .r  =  a 
est  complète.  Si  l'ensemble  E  est  semi-linéaire  et  surtout  s'il  est  se//ii- 
superficieL  l'étude  de  l'indétermination  de  /(.r)  exige  des  méthodes 
plus  délicates. 

1.  Dans  le  second  cas,  j'ai  précisé  par  des  exemples  les  circon- 
stances très  diverses  qui  se  présentent;  la  fonction  peut  être  déter- 
minée (ainsi  que  ses  premières  dérivées  ou  toutes  ses  dérivées  ):  elle 
peut  élre  indéterminée  i,yi\\.  complètement,  soit  incomplètement.  J'ai  été 
conduit  ainsi  à  introduire  \iS'-\.  'J7  ]  la  notion  nouvcdie  de  dojnaine 
d'indèle/mination  d  une  fonction  y  =/(  x)  en  un  point  singulier  x  =  a. 

Voici  la  définition  que  j'ai  donnée  de  ce  domaine,  définition  qui 
convient  aussi  bien  aux  fonctions  non  uniformes  : 

Soit /un  chemin  quelconque  aboutissant  (')  an  point  «  et  sur  lequel 
y\x)  est  holomorphe.  Traçons,  de  a  comme  centre,  un  cercle  y  de 

(  '  I  I.o  clicmin  /  [ic'ut  avoir  une  longueur  inlinic  et  aihnellrc  le  point  a  eiuiinie  point 
asvniplole. 

1».  3 
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rayon  z,  iircnons  un  |)()in(  a-„  sur  la  parlic  di'  /  altcnanic  ii  a  cl  inir- 
licMic  à  Y,  et  faisons  varicr.r  arbili  aireinent  dcins^;  à  partir  du  jioinl  a-„. 
•  ■n  (■vitant  tonte  sini,'nlariti''  de  T(,r  ).  Les  positions  correspondantes 
de  Y(.r)  épuisent  nn  certain  domaine  X)^;  d'une  façon  précise,  je  repré- 
sente par  r)J'enscrul)le  de  ces  \\os\l\ons  et  de  kitrs poinls-limitcs.  Quand  i 
lend  vers  zéro,  De  tend  vers  un  certain  ensemble  continu  d'un  seul 
tenant  D  qui  peut  se  réduire  à  un  point  (notamment au  pointa  l'infini). 
Si  D  se  réiluil  ;i  un  ]i(iint,  la  fonction  >•(  .r  )  considérée  est  déterminée; 
sinon  la  Idiiclion  est  indéterminée  et  c'est  I)  (jue  j'appelle  fAw/(7///r 
i/'i/i(/c''/rr//iiri<i/ii)//  di' y(x') pour x  ^=  a.  L'indétermination  est  complrtc 
(]uan(l  i)  embrasse  tout  le  plan  (ainsi  qu'il  arrive  toujours  si  le  point 
singulier  rt  est  isolé).  L'indétermination  est  incomplète  ônns  le  cas  con- 
traire; j'ai  donné  des  exemples  de  fonctions  uniformes  douées  de  points 
singuliers  pour  les(|uels  D  se  réduit  à  une  aire  finie  ou  à  une  /iii/ir. 

.).  'I hcoirnics  sur  les  ligrus  singulières.  —  Quand  une  l'onction  nni- 
lurme  v(.r)  esl  déterminée  en  tous  les  points  d'une  ligne  singulii're. 
j  ai  établi  1 1!  |  sur  sa  continuité  le  long  de  cette  ligne  et  sur  la  conlinuile 
lie  ses  dérivées,  certaines  propositions  assez  délicates  et  foi'l  utiles. 
.1  en  ai  déduit  un  i-rilei'iiim  pour  re(;onnaitre  si  une  fonction  uiiil'orme, 
detinie  d  un  certain  coté  d'une  coupure,  est  prulongcahle  ou  non  au 
delà  de  cette  conpui'e,  et  j'ai  applicjué  ce  critérium  à  des  classes 
étendues  de  fonctions,  notamment  aux.  fonctions  représentées  par  des 
intégrales  définies.  J'ai  mis  en  évidence  certaines  particulai'ites  remar- 
(]nables  telles  (|ne  l'existence  d'exiii'essions  analvti(]ues  qui  n'(»nl  dans 
loul  le  plan,  coninie  singularité,  (ju'une  coupure  ouverte  el  (|iil  sonl 
prolongeahtes  d'un  cote  de  cette  coupure  el  non  de  l'autre. 

Mais  le  tliéori'me  au(iuel  j'altacdie  le  plus  d'importance  esl  le'sui- 
vant  I .")]  : 

Deux  fondions  définies  d'u/i  r/iè/ne  eôiè  d'une  ligiw  L  el  epii  coineiilenl. 
sur  une  portion  de  cette  ligw.  si  petite  qu'elle  soit,  coïncident  identu/ue- 
rnent . 

Quand  les  deux  fonctions  sont  liolomorplies  sui'  L,  c'est  l:i  un 
tliéori'me  c!assi(|ue  (jui  jonc  nn  rôle  fondamental  tians  la  théorie  des 
lonctions.  L'extension  (  (|ni  n'allait  pas  sans  difficultés)  de  ce  tlieorème 
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au  cas  où  les  deux  fonctions  admellent  L  comme  ligne  singulière, 
m'était  indispensable  pour  les  problèmes  que  j'avais  en  vue.  Mon  but 
rtait  en  effet,  une  fois  constituée  une  théorie  générale  des  fonctions 
uniformes,  de  découvrir  dans  l'immense  famille  de  ces  transcendantes 
celles  qui  comportent  une  définition  naturelle  (définition  par  les  rela- 
tions implicites,  ou  par  les  équations  dilTérentielles  algébriques,  etc.  ). 
Je  voulais  notamment,  parmi  ces  divers  modes  de  génération,  déter- 
miner les  plus  simples  qui  puissent  donner  naissance  à  des  fonctions 
uniformes  affectées  de  coupures  essentielles. 

fi.  Voici  les  conclusions  les  plus  caractéristi(|ues  auxquelles  je  suis 
parvenu  |.3  |  dans  cette  voie  : 

Représentons  par  F(\r,  v)  une  fonction  analytique  des  deux  va- 
riables X,  y,  qui  reste  méromorplie  quand  r  et  v  varient,  .r  dans 
un  certain  domaine  D  et  v  dans  tout  son  plan,  et  considérons  l'équa- 
tion différentielle 

(0  ^=F(,r.r); 

d.v 

/aille  inlegrale  y(x)  de  {i)  qui  dans  1)  esl  uniforme  ou  n'acquiert  qu'un 
nombre  fini  de  branches  ne  peut  admettre  dans  ce  dumatne,  euinrne 
points  singuliers  non  algébriques,  que  certains  points  fiées.  Ces  points 
coïncident  nécessairement  avec  les  points  x  =  a  (du  domaine  D)oii 
FCo",  1)  est  infini  quel  que  soit  r. 

Le  même  théorème  s'applique  aux  fonctions  irnjdieites  j,\j.-)  définies 
par  la  relation 

Fi,  .)■,  y)  =  n. 

Plus  généralement,  le  théorème  subsiste  si,  pour  .i-  arbitiaircment 
(  hoisi  dans  D,  V{d-,  y  )  est  une  Ibnrlion  de  \-  à  n  l/ranc/ies  et  n'admet, 
dans  tout  le  plan  des  a-,  qu'un  nombre  /////  de  points  singuliers  trans- 
cendants v=  ^('j;)  (points  dont  b's  attixes  dépendent  analvtiqucmcnt 
de  .r).  il  suffit  même  que  ces  points  singuliers  v  =  i;(  a")  forment, 
iionr  .r  donné,  un  ensemble  dcnombrable.  Les  points  transcendants 
de  rinlégrale  Y(a:)  dans  D  coïncident  alors  nécessairement  avec  les 
points  .r  =  <z  qui  sont  singularités  ('polaires  ou  non)  de  F(.r,  v)  quel 
(|ue  soit  r. 

Une  conséquence  de  ces  théorèmes,  c'est  que  l'intégrale  générale 
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>-('.r)  (riuir  ciiiiatinn  (i  )  ne  pcitl  cire  une  fonrtion  unifunne  [ou  a 
fj  branches)  sans  que  Y{x,  y)  soit  algchriquc  en  y. 

Supposons  iiiaiiilcnant  (juc  (pour  a;  pris  arhitraiiemciit  dans  D)  les 
sini^iilarilrs  )  =i,'(.r)  de  la  fonction  uniforme  (ou  ii  n  brandies) 
V(.r,  y)  fornuMit  un  ensemble  non  dénombrable  mais  (jui  ne  comprend 
pas  de  //i,'//r  ••  une  intégrale  ->'(x)  de  (i),  uniforme  (ou  à  q  brandies) 
dans  i),  ne  peut  être  affeclée  de  lignes  singulières. 

(les  tbéori'iiies  sont  en  défaut  quand  F(a-,  t)  est  une  fonction  ;i  une 
ai/inilé  de  délerniinations,  lors  même  que  tontes  les  singularités  de 
!•'(  ■(■.  y  )  sont  algébri(jues. 

Dans  le  cas  du  seeond  ordie.  en  me  restreignant  aux  é(|iia(ions 
dillerenliidlcs  algébriques,  j'ai  établi  [36,  .'57,  6.'!  |  que,  si  l'inté- 
^l'ab^  générale  est  uniforme  (ou  a  ses  points  critiques  fixes),  cette 
intégrale  est  nécessairement  dépourvue  de  lignes  singulières.  Les 
équations  du  troisième  ordre  sont  les  premières  qui  puissent  conduire 
(et  qui  conduisent  en  eOet)  à  des  fonctions  uniformes  all'ectées  de 
coupures. 

.l'ai  fait  voir  enfin  [63]  que  ces  fonctions  uniformes  bien  connues,  qui 
restent  continues  ainsi  que  tontes  leurs  dérivées  sur  une  ligne  singu- 
lil'ie,  ne  sauraient  vérilier  aucune  écjuation  dilférentieile  algei)ri(|uc. 

Par  la  suite,  j'ai  poussé  beaucoup  plus  loin  l'étude  des  écjuations 
diderentidles  algél)ri(jues  en  employant  d'autres  métliodes;  mais  c'est 
celle-là  qui  m'a  guidé. 

7.  Singularités  des  fonetions  an(dytiques  non  uniformes.  —  .l'ai  di- 
visé [3,63,971  les  points  singuliers  (non  algcl)ri(jucs  )  d'une  fonction 
multiforme  j)'(  .(•  )  en  points  essentiels  et  points  transeerulants  ordinaires. 
suivant  que  la  fonction  est  ou  non  indéterminée  au  point  singulier. 

Une  difticultc  se  présente  ici,  que  l'on  ne  rencontrait  pas  dans  l'étude 
des  l'onctions  uniformes  :  dans  le  voisinage  du  point  singulier  (qui 
peut  être  [)oinl-limil(;  de  points  criti(jue.s),  il  importe  de  préciser  la  ou 
les  Ijranclies  de  la  fonction  )(.r  )  ([lie  l'on  considère.  On  y  parvient 
gi'àce  il  la  notion  du  do/naine  d'i/idètermi/iatio/t  que  j'ai  inlroduile 
plus  liant  (  t;  1  ). 

Soient  /  un  cliemin  quelconque  aboutissant  au  point  a  et  y{-r)  une 
branche  de  fonction  liolomorplie  sur  /,  mais  qui  admet  le  point  a 
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coninie  point  singulier.  Le  domaine  d'indétermination,  pourr  =  a,  de 
cette  fonction  y{x)  est  un  cnsemhie  continu  Lien  dérini  D,  qui  peut  se 
réduire  à  un  point  (notamment  au  point  v  =  ce).  Si  1)  se  réduit  à  un 
point,  la  I)ranelie  de  fonction  y(-r)  a  une  valeur  déterminée  poni 
.v  =  a;  le  point  singulier  est  un  point  transcendant  ordinaire  Ao.  y(x). 
Dans  le  cas  contraire,  ./;  =  a  est  un  point  essentiel. 

Ce  que  je  viens  de  dii'e  n'implique  aucune  restriction  quant  auN 
singularités  de  >(.t)  :  le  \\o\n[  a  peut  appartenir  à  nue  coupure  on 
être  point-limite  d'autres  singularités.  .Mais  je  me  suis  attache  s|)éciale- 
inent  au  cas  où  ce  point  a  est  un  point  singulier  isolé  de  la  Lranclie  de 
fonction  J'(  r).  Quand  la  fonction  y(x)  n'a  qu'un  nombre  fini  de 
branches  qui  se  permutent  autour  du  point  a,  ce  point  singulier  (non 
algébrique)  de  j(j:-)  est  nécessairement  un  point  essentiel  dans  le  voi- 
sinage duquel  _y(a')  atteint  une  infinité  de  fois  toutes  les  valeurs,  saul 
deux  ou  plus.  Mais  quand  uni;  infinité  de  valeuis  de  r(  r)  se  permuteni 
autour  du  pointa,  le  point  cî|)eut  être  point  transcendant  ordinaire 

(Exemples  :  j-^loga',   v=  i~;;~  )    "ii  point  essentiel  (  '  );  dans  ce 

dernier  cas,  l'indétermination  peut  éti'e  row/j/c/c  (Exemple  :  t  =  .r' ) 
ou  i/<crt^v/?/f/^  [Exemple  :  _v  ^  (log.r)';  le  domaine  d'indétermination 
pour  J7  ^  o  est  une  couronne  circulaire]. 

Ces  dernières  singularités  (points  essentiels  d'indélerinination 
incomplète)  sont  extrêmement  remarquables,  eu  ce  sens  qu'elles 
entraînent  pour  la  fonction  multiforme  inverse  x{y)  l'existence 
de  lignes  singulières  plus  ou  moins  compliquées.  Parmi  les  modes  de 
génération  des  transcendantes,  j'ai  cherché  quels  étaient  les  plus 
naturels  qui  pouvaient  donner  naissance  à  une  telle  singularité.  J'ai 
obtenu,  notamment,  sur  les  équations  di//ére/iliclles  a/géhru/iies  le 
théorème  suivant  : 

Quand  l'équation  est  du  jireniier  ordre,  aucune  intégrale  ne  peut  pré- 
senter de  points  d  indétermination  incouipléie.  Quand  l'équation  est  du 
second  ordre,  il  peut  exister  de  tels  points  singuliers,  mais  ces  points  sont 

I  '  ,1  J'ai  distinguo  le?  pninls  rsr;i'rili<'I.s  en  imiiits  scnii-eixcntic's  el  [loiiils  csscnlii-ts 
proprement  dits  suivant  (]aej  (f  )  Icud  ou  non  vers  une  limite  ([uand  x  tend  vers  a  sans 
tourner  indéfinimcnl  autour  de  lui.  Exemple  :  j,-  =  o  est  un  point  semi-essentiel  de 
y  =  .r  loir.r,  et  un  point  essentiel  proprement  dit  de  _v  =  .i' . 


(lis  [)()i/ils  fixes  en  /loniltic  Jim  cl  Ictus  a  (fixes  se  calculent  al'^chri(jiiemenl 
sur  r cijuulioii  (liffcrcnlH'llc.  Quctiid  l  cqualum  csl  du  Iroisicme  ordre,  ces 
/loi/i/s  [icu^cnl  ruricr  cncc  les  constantes  et  être  en  nombre  infini  pour 
chaque  in  te  ivraie. 

Il  est  l'acilo,  (r;iilleui's,  (V^  formor  des  exomplos  très  simples  d'éqiia- 
lioiis  (lu  second  ordre  cl  du  troisième  ordre  (|iii  donnent  lieu  aux 
|iailicularilés  indiquées. 

F.e  tliéorème  pi'éeédent  jonail  un  rôle  l'ondiimenlal  dans  la  prrmii're 
inéliioile  (|ni  ni"a  permis  de  déterminer  les  é(|nations  du  secouti  ordre 
il  poinis  criti(|iies  fixes  (ro//-|e^  iU).  Ce  n'est  que  plus  lard  (juc  j'ai 
Ironvé  un  mode  d'exposition  plus  élémentaire,  mais  moins  suggestiC. 

8.  J'ai  discuté  les  divers  modes  de  lirancliement  d'une  foucliou 
niullirorme.  J'ai  donné  des  exemples  de  fonctions  multiformes  qui 
n'admellent  comme  singularités  que  des  coupures  et  aucun  point 
critique  propi'cment  dit.  J'ai  signalé  aussi  des  fonctions  multiformes 
dont  toutes  les  hranclies  (sauf  une  seule)  pi'ésentent  une  tiième  ligne 
singulière  fermée,  en  sorle  que  la  même  fonction  anaiytii|ue  n'a 
(|u'une  détermination  dans  une  ]iarlie  du  plan  et  en  admet  deux  ou 
une  infinité  dans  le  reste  du  plan,  foules  ces  paiticularites  iuler- 
viennent  dans  la  (liéoric  des  é(jualious  différenlielles. 

J'ai  insisté  enfin  sur  la  disposition  des  singularités  d'une  fonclion 
multiforme.  Quand  la  fonction  a  nue  infinité  de  !)ran(  lies,  l'cnsemhle 
des  points  singuliers  ne  renferme  pas,  en  général,  ses  points-limites  : 
c'est  ainsi  qu'il  existe  des  l'onctions  multiformes  dont  les  points 
singuliers  (tous  algébriques)  épuisent  les  points  du  plan  de  coordon- 
nées ralionnelles.  11  en  va  tout  autrement  quand  la  fonction  n'a  qu'un 
nombre  fini  de  branches;  l'ensemble  des  singularités  renferme  ses 
poinls-limiles,  et  j'ai  étendu  aux  points  singuliers  d'une  telle  foneliou 
liiul(>s  les  propriétés  énoncées  pour  les  i'oiiilions  uniformes.  J'ai  établi 
notamment  ce  tliéorème  (]ni  m'a  été  lies  utile  dans  l'étude  des  équa- 
tions dilferentielles  : 

Soit  y(.v)  une  transcendante  à  n  déterminations.  Si  la/onction  i/nrrse 
x(y)  fie  possède,  dans  tout  son  domaine  d'existence,  qu'un  nombre  fini 
de  (hicrtninations.  l' ensemble  des  jiui/its  sini^idiers  de  y{x  )  est  cumpusc 
de  lii;nes  ou  d'ensembles  parfaits  semi-siiperfieiels. 
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Représentation  des  fonctions  analytiques. 

9.  Représenlalioii  d'ii/ic  fa/ic/io/i  nuifonnc  à  si/igii/ci/i/c's  i/i/t'lci>//qi/i  s. 
—  .M.  Runge  a  L'lai)li,  an  sujet  de  la  rcpieseiKalioii  des  i'i)ii(iiuiis 
uniformes,  deux  (Iieoièmes  fondanientaiix  : 

«  TiucouÉMK  I.  —  Toute  fonction  (ou  expression)  analyh(|ne  uni- 
»  forme  }'(a')  est  représental)le  |)ar  une  série  de  fractions  ralioniudles 
»  lH„(\r).  La  série  couverire  uniformément  dans  tout  le  doiuaine  à 
»   rintéi'ieur  (  et  sur  le  contour  )  dmiuel  v(î" )  est  lioloiuorplie.    » 

«  TuÉonibn:  II.  —  Si  les  points  singuliers  de  .v(a)  forment  u\\ 
M  ensemble  continu,  d'un  seul  tenant,  comprenant  le  point  .v  =  x,  il 
I)  est  loisible,  dans  le  (liéoi-ème  I,  de  rem|)iacer  les  fractions  raliou- 
»   nelles  n„  pai'  ilcs  pidvnomcs  (  '  i.   » 

J'ai  donné  [;>,  70,  71  |  de  ces  deux  tliéori'ines  de  M.  Kiinge  une  dé- 
monstration intuitive  ([ni  tient  en  (juel(|ues  lignes.  Je  les  ai  complétés 
|)ai'  plusieurs  propositions  (|ni  léuuissent,  en  quelque  soi'te.  les  résultats 
de  M.  Runge  et  les  résultats  ilassi(|nes  de  Wcierstrass  et  de  .M.  .Mittag- 
l.elller.  Je  citerai  seulement  les  deux  suivantes  : 

i"  Désignons  par  a  un  quelcoiu]ue  des  points  singuliei's  isoles  de 
v(.r)  et  par  b  un  quelconque  de  ses  points  singnlicis  rm/i  iso/rs. 
La  fonction  (on  expression  )  }'(v)  est  l'cprésentaMe  par  une  série 
-■/_„(,t),  où  /.,,(. î")  admet  comme  pôles  on  points  essentiels  un  mimlirc 
fini  de  points  a  et  ù.  ces  dei'iiici's  étant  tous  d(^s  pôles,  et  chaque 
point  a  ne  figurant  (|ue  dans  un  seul  terme  /„. 

i"  Soient  K  l'ensenihle  des  points  singuliers  de  r(.r).  el  c  renseudilc 
obtenu  en  remplaçant  cliaque  ensemble  continu  compris  dans  \]  par 
nu  de  ses  points  arbili-aii'ement  choisi.  La  l'onction  r(  a-)   est  rcpre- 

sentable  iiar  une  série  ^  , "- r^p  >  où  a,  l>   désignent  Aviw 

points  de  c  y  vai'iables  avec  n  )  et  P„  un  polynôme. 

Quand  la  fouclion  v(f  )  est  holomorphe  ou  meroniorphc  dans  une 

(')  I-Ji  pai-liculirr,  loiilc  foiiolion  luilniiiorplie  dans   une  iiirc  fiTince  est  (lévcloppuble 

dans  cette  aire  en  série  de  poh  nomes.  De  même.  Ui  fonction est  dévelopiwble  en 

une  série  de  polynômes  qui  conver|;c  dans  tout  le  plan,  sauf  sur  l'axe  positif  réel  entre 
I  el  —  K. 


iiii'c  il  (■(inloiir  siiii|il(',  j';ii  iii(li(iii(''  une  représentation  de  la  fonction 
(|ul  met  l'ii  ('vidcniM'  ses  zi'ros  et  ses  /in/cs  ;  celte  re|)résentalii)n  est 
tonl  il  l'ail  analo^^iic  ii  la  drcduiposition  en  produit  (du  en  (|notient) 
d'uuc  l'onctiiiu  eulii'rc  (ou  niér'ouiotplic  )  dans  [out  le  |)lan. 

11).  ]l('j)ivs<'iil(ili(>ii  (I  ii/ie  hianrhc  liolonior plie  (le  fonction.  —  Quand 
l'aire  considérée  A  est  convexe,  ces  re|)résentalions  deviennent  pai'li- 
culièrcment  élégantes  et  simples.  Soit  .i",,  nn  point  intérieur  ;i  A  : 
route  fonction  /(-v)  lioloniorphc  dans  A  est  dèveloppahlc  en  une  série  de 

i)olynomes  "LV ,,( X ),  oii  V„csl linéaire  et  /loniogene  enfi^x^  )^f  {-^^  ^ 

/'"(•r.,). 

Kn  appli{|uaul  ce  tliéoii'nie  ii  nue  suite  d'iiires  convexes  qui  s'apla- 
tissent indélininicnt  sur  l'axe  réel,  je  suis  parvenu  |72,  Si,  <S.')  |  (  '  )  ;i 
une  proposition  (|ni  ne  concerne  que  les  valeurs  réelles  de  x,  mais  dont 
ou  conçoit  anssit(M  l'importance  dans  la  lliéorie  des  équations  dilléren- 
tifdles.  Ik'lle  |iroposition  s'énonce  ainsi  : 

On  peut  fornwr  {et  d'une  infinité  de  manières)  une  suite  à  double 
entrée  de  polynômes,  à  coefficients  numériques,  soit  la  suite 

(■■'■)  (ii,,,„ii,.,),    ...,    (ii„,„n„,,ii„,„  ...,n„.„),    .... 

telle  que  lu  série 

(1)       II'„(.r)=:(/Oi[./"(o)ir„,„  +  /'(o)II,„,+/"(o)II„,,--.../")(o)II„,„l 

converge  et  représente  /(x)  sur  tout  le  segment  île  l'axe  positif  réel  com- 
pris entre  l'origine  et  le  premier  j)oint  sinij,ulicr  a  (  d'affixc  réel  et  positif) 
de  f(x). 

La  série  (3)  converge  uniformémenl,  ainsi  i|ue  toutes  les  séries 
dérivées  terme  ii  terme,  surtout  segment  oh  (h  positif  et  <^//).  La 
fonction  /(^r)  désigne  une  fonction  (juelcou(iue,  liolomorplie  poui' 
.(■  =  (>. 

Im  série  (^3)  diverge,  en  général,  en  dehors  de  l'cixe  positif  rr'el. 

Si  au  lieu  de  cet  axe  on  considère  une  demi-droite  issue  de  l'origine 
et  d'ai'gumeiit  a,  il  suffit  de  changera-  en  re"  pour  être  eu  état  d'ap- 
]di(pier  le  tlieori'Uie  :  mais  le  développemenl  ainsi  obtenu  dépend  de  v. 
et  ne  converge  (pie  sur  la  direction  y.. 

('  I  .l'iii  cMSi'i^iu'  ceUo  |iro|Kisili(iii  cl  je  l'ai  appliquée  aux  é(pKilions  (le  la  Meeaiiiipio 
ilaiis  lui  cours  proft'i^sé  au  Collège  île  France  (déeenilirc  iSijCi  i. 


Depuis  lors,  >1.  Mittag-Lefflcr  est  arrivé  à  un  résultat  cxtréiiieiiicnl 
remarquable  :  il  a  formé  des  séries  de  polynômes  eomposés  linéaire- 
ment, comme  les  précédents,  avec  y(o),  /'(o),  /"(o),  ...  et  (|ui 
convergent  sur  cliaque  demi-droite  issue  de  l'origine  jus(]u'au  premier 

point  singulier  de  /(.r).  Le  domaine  ainsi  défini     (|ui  comprend  le 
cercle  de  convergence  de  la  série  de  Mac-Laurin/((>)  -r-  —/'{'•>}  —  .  • . 

est  dit  éloile  de  convergence  de  la  série. 

Il  semble,  à  première  vue,  en  comparant  les  domaines  de  conver- 
gence, qu'il  doive  exister  une  différence  essentielle  entre  les  développe- 
ments (3)  et  ceux  de  ^[.  .Alittag-Lefller.  Il  n'en  est  rien  :  pour  passer 
des  séries  (3)  à  celles  de  31.  Mittag-Leffler,  il  suffit  dans  (3)  de 
faire  x  =:  i  et  de  remplacer  chaque  /'"(o)  par  x'f'''(o). 

La  démonstration  du  théorème  de  31.  Mittag-Leffler  à  laquelle  on 
parvient  ainsi,  met  en  évidence  une  foule  de  généralisations  de  ce 
théorème,  et  permet  notamment  [8.5]  de  passer  sans  difticulté  du  cas 
d'une  variable  au  cas  de  p  variables  (  '). 

Fondions  de  plusieurs  variables.  —  Considérons,  pour  tixer  les  idées, 
une  fonction/de  trois  variables  .r,  j-,  ;;  les  développements  que  nous 
introduisons  sont  des  séries  de  polynômes  IP„(.r,  >•.  z).  dont  chacjue 
terme  P„  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène  (à  coefficients 
numériques)  de/„,  (jr/l^^yf^^  +  zfl),  ...,  (j'/,'„  +  ,v/,'  —  ;/ï  )"': /,. 
/,'  ,  . . .  désignent  les  valeurs  de  /,  /,:,  . . .  pour  .r  =  y  —  z  =  o. 

La  fonction  f  étant  une  fonction  (juelconque  holoniorphe  pour 
X  =  V  =  z  —  o,  la  série  lP„(a",.>',  =)  converge  dans  une  étoile  qui  se 
définit  géométriquement  dans  l'espace  à  six  dimensions,  exactement 
comme  pour  les  fonctions  d'une  variable.  Bornons-nous,  pour  plus  de 
clarté,  aux  valeurs  réelles  de  j%  j,  ;  :  la  série  l?„(a\y,  z)  converge, 
dans  l'espace  réel  oxvz,  sur  toute  demi-droite  issue  de  l'origine  jus- 
qu'au premier  point  singulier  de  /(a-,  v.  z  ).  L'étoile  réel/e  de  conver- 
gence est  ainsi  définie. 

Ces  développements  sont  appelés  à  jouer  un  rôle  ini|M)rtant  dans  la 

(  '  )  L'éuule  des  développements  des  fonctions  de  plusieurs  vari;d)lcs  m"a  amené  à  pré- 
ciser un  point  important  de  la  théorie  des  séries  entières  :  j'ai  délini  le  domaine  exact 
de  converjrenee  d'une  série  de  Mac-Laurin  (à  />  variables)  quand  on  groupe  ensemble  dans 
la  série  les  termes  de  même  degré. 

P.  4 
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lliciirie  dos  (''(|uati()iis  ;ia\  dérivées  partielles.  Sii|)|iosoiis  (|Lie  l'é(|uati()ii 
soil  linéaire  et  lioinogèiie  par  rapport  au\  dérivées  partielles  d'un 
certain  ordre  et  que  ses  coefllcients  soient  des  constantes  (on  des 
formes  homogènes  et  de  même  degré  des  variables).  Appliquons  les 
développements  précédents  à  une  intégrale  analytique  d'une  telle  équa- 
lion  :  CCS  développements  1P„  sont  dérivables  terme  \\  terme  indéfi- 
niment et,  d'après  sa  composition  même,  chaque  terme  P„  vcrijic 
rcfjiialion  aux  dérivées  partielles. 

Par  exemple,  toute  fonction  harmonique  y{x,y,z),  régulière  à 
l'origine,  est  développable  en  une  série  ilc  polynômes  harnionitjues  qui 
converge  dans  Vétoile  où  la  fonction  V  reste  régulière. 

1 1 .  Dévcloppernent  des  functiuns  réelles  non  analytiques.  —  Je  me  suis 
occupé  aussi  [73]  du  développement  des  fonctions  réelles  (non  analy- 
tiques). Sait  /(x,y,  z)  une  telle  fonction  ;  j'ai  montré  ((u'on  peut 
former  des  séries  de  polynômes  XP„(a-,  v,  ;)  qui  jouissent  des  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  La  série  converge  uniformément  et  représente /(a:,  >•,  z)  dans 
tout  domaine  (à  trois  dimensions)  où  /(.r,  y,  :;)  est  continue; 

2"  Les  séries  déduites  de  la  première  en  la  dérivant  terme  à  terme 
jouissent  de  la  même  propriété  relativement  aux  dérivées  correspon- 
dantes de  /(■r,y,  z). 

Si  notamment/est  continue  dans  un  volume  D,  ainsi  que  toutes  ses 
dérivées  (surface-limite  comprise),  la  série  converge  uniformément 
dans  D  ainsi  que  toutes  les  séries  dérivées. 

Considérons,  d'après  cela,  une  fonction  (ou  expression)  analytique 
uniforme  (]ui  dépend  de  deux  (ou  de  plusieurs)  variables  complexes. 
Soit 

/(■'■'  J)  =  /i  ('^'i.  ■''2v''i.  .■'■0  -t-  ''.A  (î-i,  •?-■.,  .V,.  .}••.) 

(.r  —  .?■,  +  (.r,,  V  =  V,  -i-  '■;■.,). 

1mi  appliquant  le  théorème  précédent  à  chaque  fonction  /,,/.,,  on  voit 
(|M'on  peut  re|)résenter  (dans  tout  son  do/naine)  la  fonction  uniforme 
/{■e,y)  par  une  série  de  polynômes 

2:[I'„(.r„x„v,.v,)  +  ;C>«(.'->,.'-..J.O'^)]. 
mais  la  comhinaisort  P„  -4-  /Q„  réest  pas  un  polynôme  en  x,  y.  Les  tléri- 


vees/,,,  /,,  ...  .seront  représentées  par  les  séries  >  (  .-;  h-  i     — 

Si  paradoxal  qu'il  [laraisse,  ce  mode  de  développement  est  le  seul 
qu'on  connaisse  encore  pour  représenter  les  fonctions  analytiques 
uniformes  de  plusieurs  variables  a  singularités  quelconfiues. 

12.  Rcpréscnlation  conforme.  —  Dans  l'étude  du  développement 
d'une  fonction  à  l'intérieur  d'une  aire  convexe,  j'ai  eu  recours  à  la 
fonction  de  Greon,  autrement  dit  à  la  fonction  qui  effectue  la  repré- 
sentation conforme  de  l'aire  convexe  sur  un  cercle.  Comme  je  devais 
employer  cette  fonction  jusque  sur  \c  contour  (\q  l'aire,  il  m'a  fallu  com- 
pléter [3,  19]  les  beaux  Mémoires  de  M.  Schwarz  sur  un  point  parti- 
culièrement délicat.  Quand  le  contour  de  l'aire  à  représenter  n'est  pas 
analytique,  les  démonstrations  de  IM.  Schwarz  olfrent,  en  cITet,  une 
lacune  :  elles  établissent  I)ien  qu'il  y  a  une  correspondance  univoque 
entre  les  points  inlcrlciirs  des  deux  aires,  mais  cette  correspondance 
s'étend-elle  aux  points  des  contours  eux-mêmes?  C'est  ce  qui  n'est 
nullement  évident  et  ce  que  supposent  cependant  toutes  les  applica- 
tions classiques  de  la  représentation  conforme.  Sous  la  seule  condition 
que  le  contour  admette  une  tangente  continue  (sauf  peut-être  en  un 
nombre  fini  de  points  anguleux),  j'ai  fait  voir  que  les  deux  contours  se 
correspondent  bien  point  par  point,  et  (jue  la  correspondance  reste 
conforme  sur  le  contour,  sauf  aux  points  anguleux  où  les  angles  sont 

réduits  dans  le  rapport  -  (  x  angle  des  deux  tangentes). 

Plus  généralement,  soit  x(s),  vis)  les  coordonnées  d'un  point  du 
contour,  dont  l'arc  est  s.  Si.  le  long  de  l'élément  AB  du  contour,  x{s) 
et  y  (s)  ont  des  dérivées  continues  d'drdi'e  y,  la  fonction  X  =  o(r), 
qui  elTectue  la  représentation,  est  continue  ainsi  que  ses  (  y  —  i  ) 
premières  dérivées  sur  AB. 

Ces  propositions  sont  utiles  dans  la  théorie  des  é<jiiaiinns  aux  dérivées 
partielles,  lorsque  les  conditions  aux  limites  sont  des  valeurs  données 

sur  un  contour  fermé  (par  exemple  dans  le  problème  de  Dirichlet  où 
l'on  se  donne  '-i-\-  Elles  s'appliquent  notamment  aux  contours  ana- 

dit    '  '  '       ' 

lytiques  qui  ne  sont  pas  réguliers  en  chaque  point:  par  exemple,  aux 
contours  formés  de  plusieurs  arcs  analytiques  distincts. 
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Je  mo  suis  occuix'  aussi  [12|  de  la  roprùseiilaliou  conforme  dans 
res|)a(;e  à  trois  dimensions.  J'ai  montré  (en  me  servant  des  paramètres 
d'Olinde  Hodriççue)  que  certaines  propriétés  très  simples  suffisent 
chacune  à  caractériser  Vinversioii  parmi  toutes  les  transformations 
ponctuelles  :  ces  propriétés  sont  relatives  :i  la  conservation  des  angles 
(théorème  classique),  à  la  transformation  du  problème  de  Dirichlet,  à 
la  conservation  des  systèmes  triples  orthogonaux,  etc. 


DEUXIÈME  PARTIE. 


FONCTIONS  TRANSCENDANTES  SPÉCIALES.  —  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES 
DE  PLUSIEIKS  VARIABLES. 


Fonctions  abéliennes  et  généralisations. 

13.  Théorie  des  fondions  abclienrics.  —  \\  eicrstrass  a  construit  iiiir 
théorie  des  tonctions  abéliennes  sur  cette  proposition  Ibnilamentalc  ; 

«  Quand  n  fonctions  ,r,  y,  z,  ...  de  n  variables  u.  c,  u-,  ...  ad- 
»  mettent  un  théorème  d'addition,  ce  sont  des  combinaisons  algé- 
»   briques  de  fonctions  abéliennes  (ou  de  dégénérescences).  » 

Je  rappelle  (juc.  par  définition,  les  n  fonctions  x,y,  z,  ...  de  u,  r, 
n-,  . . .  admettent  un  ihcorèmc  d'addition  si  les  valeurs  de  oc,  y,  z,  .  .  . 
pour  les  valeurs  u  -i-  «„,  r  -t-  r„.  n-  -f-  ir„,  ...  des  variables  sexprimeiil 
algébriquement  en  fonctions  des  valeurs  de  .r,  v.  z,  ...  pour  ;/,  c, 
(«■,  ...  et  pour  «u,  (•„.  Uo,  .... 

Les  fonctions  que  nous  appelons  ahélienrns  sont  les  fonctions  me- 
romorplies  2/1  fois  périodiques  de  n  variables,  représentables  par  le 
quotient  de  séries  0.  Elles  deviennent  des  dégénérescences  quand, 
dans  les  séries  0,  un  ou  plusieurs  systèmes  de  périodes  tendent  vers 
zéro  ou  l'infini. 

La  démonstration  de  Weierstrass,  très  simple  dans  le  cas  d'une  va- 
riable, n'a  jamais  été  ni  publiée  ni  enseignée  dans  le  cas  de  deux  ou 
plusieurs  variables;  elle  est  aujourd'hui  perdue. 

L'importance  et  la  beauté  de  ce  théorème,  les  nombreuses  applica- 
tions ([u'il  comporte,  non  seulement  dans  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes,  mais  encore  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques,  des 
groupes  continus,  des  équations  différentielles,  etc.,  rendaient  bien 
désirable  qu'il  fût  enfin  établi.  Les  seuls  travaux  qui,  à  ma  connais- 
sance, se  rapportent  à  la  (juestion  sont  ceux  de  3L  Picard  sur  les 
surfaces  algébriques,  mais,  en  dépit  des  profondes  recherches  de 
l'illustre  analyste,  le  théorème  restait  à  démontrer. 

Plaçons-nous,  pour  plus  de  simplicité,  dans  le  cas  de  deux  variables. 
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l'n  raisonnement    (ont   élémentaire   ranii'ne   aussitôt  la  (jiiestion  au 
problème  de  l'inversion  uniforme  de  deux  intégrales  de  dillérentielles 
totales 

.1  =  j  V  (a-,  j,  z,  )  </.r  4-  O  (.v,r,  z,  )  dy, 

.1,=^  Çv.i  X,  y,  z,)  dx  +  (i,(j-,  y,  z,)dY 

attachées  à  une  surface  algébrique 

D'une  façon  précise,  considérons  le  système  dilTérentiel 
dii  —  V  f/.r +  0  (/)-, 


(i) 

{  dy  =  l\dx^Q^dr: 

toute  la  question  revient  à  caractériser  les  cas  où  les  fonctions  œ(u,  r), 
)'(  II,  r  ),  définies  par  (i),  sont  uniformes  et  de  plus  renferment  algebri- 
(/uemeiii  les  constantes  ■'r,,,  r„  (valeurs  de  x,  y  pour  u  ^  o,  v  ^  o). 

Quand  les  intégrales  J  et  J,  sont  de  première  espèce,  le  problème  est 
résolu;  les  fonctions  .r( //,('),  >-(?/,(•)  ont  quatre  paires  de  périodes 
distinctes,  et  les  travaux  bien  connus  de  Weierstrass,  de  M.M.  Appell, 
Picai'd,  Poincaré  pei'metlent  de  les  ramener  aux  fondions  0. 

Mais  le  cas  où  les  intégrales  J  et  J,  sont  de  seconde  ou  de  troisième 
espèce  présente  de  très  profondes  difficultés.  J'ai  pu  l'élucider  com- 
plJ'lement  [53,  54.  G3  |  et  j'ai  fait  voir  que,  conformément  au  théorème 
de  Weierstrass,  les  fonctions  uniformes  correspondantes  se  confondent 
avec  les  dégénérescences  classiques  des  fonctions  hyperellipti(|ues. 

14.  La  méthode  que  j'ai  employée  s'applique  d'ailleurs  ii  un  nombre 
(juelconque  de  variables  et  démontre,  par  suite,  sous  sa  forme  la  plus 
étendue,  le  théorème  de  Weierstrass. 

Elle  m'a  donné  aussi  la  solution  d'un  problème  connexe  avec  le 
précédent  et  d'un  grand  intérêt  analytique  :  je  veux  parlerdu  problème 
qui  consiste  à  déterminer  tous  les  systèmes  (  \)  qui  définissent  des  fonc- 
tions x{^u,v),  _v((/,  r)  uniformes,  sans  faire  l'hypothèse  que  a-  et  y 
renferment  algébri(]uement  les  constantes  ,r„,  r^. 

Les  fonctions  uniformes  ainsi  définies  sont  des  combinaisons  de 
transcendantes  classiques,  mais  non  point  des  fonctions  abéliennes(  ou 
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dégénérescences).  Je  signale  notamment  un  cas  où  les  fonctions a-(«,^'  ), 
y(u,i')  présentent  des  singularités  essentielles  à  distance  finie  et  pos- 
sèdent quatre  paii-es  distinctes  de  périodes  qui  ne  satisfont  pas  à  la  rela- 
tion de  Riemann. 

L'étude  directe  du  système  (  i)  dans  le  cas  de  deux  et  de  n  variables 
m'a  permis  de  constituer  toute  une  théorie  des  fonctions  abéliennes 
sans  rien  emprunter  à  la  doctrine  des  courbes  algébriques  ou  des 
séries  0.  J'ai  retrouvé  également  par  cette  voie,  sans  considérations 
arithmétiques,  quelques-uns  des  plus  importants  résultats  de  Weier- 
strass,  de  31.  Picard  et  de  M.  Poincaré  sur  la  réduction  des  périodes 
des  intégrales  abéliennes. 

15.  Généralisations  des  fonctions  abéliennes  et  fuchsienncs.  —  Les 
travaux  que  je  viens  d'exposer  me  conduisaient  naturellement  [TiS,  G3  | 
à  donner  un  sens  plus  large  aux  mots  théorème  d'addition.  Soient 
,r- =  o(j/,  ç'),  y  =  (j/(//,  r,),  s  =  -/(k,(')  trois  fonctions  quelconques 
de  ;/,  r,  fonctions  qui  sont  liées  évidemment  par  une  relation 

(2)  S(,r,j,;)=o 

transcendante  ou  algébrique.  Si  l'on  appelle  (X,  Y,  Z),  {x,y,z), 
(.i-j,  y„,  Za)  les  valeurs  de  (o,  '|,  /)  qui  correspondent  respectivement 
aux  valeurs  (u-^u„,  t'-i-t„),  («,*'),  («o.''o^  "^les  variables,  les  trois 
systèmes  (X,  Y,  Z),  {x,  y,  z),  (x„,  y„,  z„)  vérifient  l'équation  (2), 
et  quand  on  élimine  //,  c,  «„,  r„  entre  ces  systèmes,  on  exprime  X. 
Y,  Z  en  fonction  de  .r,  v,  z,  x„,  y„,  ;„»  à  savoir 

/   \^V{x,y,z,.r„y„z„), 

(3)  l:=G(.r,v,  ;,,r,„j-„,;„), 
'  Z=JI(.r.,r, -^.r,„j„,;„). 

Si  F,  G,  H  sont  rationne/s  t'U  .r,  y,  :,  .r„,  >'„,  ::o,  les  fonctions  -^,  },  / 
admettent  un  théorème  d'addition  et  sont  hyperelliptiques.  Convenons 
de  dire  que  ç,  -i,/  admettent  un  théorème  uni<,oque  d'addition  quand  !■". 
G,  H  sont,  non  plus  rationnels,  mais  uniformes  en  a-,  v,  z,  x„,ya,  -„. 
Yoici  quelques  conséquences  de  cette  définition  : 

Quand  9,  i,  /_  admettent  un  théorème  univoque  d'addition, 
i"  o,  i,  ■/  sont  des  fonctions  uniformes  de  //,  v  (méromorphe  si  les 
F,  G,  H  sont  méroniorphes); 


(4) 
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Ces  fonctions  vriiiicnt  un  système  difTérentiel 

(   ,li,  =  V   (,r,_r,  z),l.r  +  i)  (,r,  r,  3)'/r, 
\    ,h'  nr:P,(.r,  V,  ;  )  r/.r  +  O ,  (  .r,  )•,  ;  )  <>'- 


OÙ  les  seconds  Micmhres  sont  des  diirérentielles  exactes  [en  tenant 
compte  de  (•-•  )|  et  où  l\  Q,  P,,  Q,  sont  uniformes  en  x,  y,  z. 

Inversement,  si  les  fonctions  .r,  v,  z  de  //,  e  détlnies  par  un  tel  sys- 
tème (/■()  sont  uniformes,  elles  admettent  un  lliéorème  univoqne 
d'addition. 

Toute  la  (lueslion  serait  donc  de  déterminer  les  systèmes  (4)  dont 
Fintégrale  a--(»,e),  y(u,v)  est  uniforme. 

Trois  hypothèses  sont  possibles  : 

i"  La  surface  S  =:()et  les  fonctions  P,  Q,  P,,  Q,  sont  transcendantes; 
■  2°  La  surface  S  =  o  est  algébrique,  mais  les  fonctions  P,  0,  P,,  Q, 
sont  transcendantes; 

t'  La  surface  S  =  o  et  les  fonctions  P,  Q,  P,,  Q,  sont  algébri(]ues. 

Les  deux  derniers  cas  se  rattachent  aux  transformations />/V//a'/b/v?ic\v 
des  surfaces  algéhri(iues  {voir  le  §21).  Je  n'ai  pu  épuiser  jusqu'ici 
<|ue  le  troisième  cas,  qui  conduit  elfectivement  à  certaines  fonctions 
nnifoi'mes  admettant  un  théorème  univoque  (et  non  rationnel)  d'addi- 
tion, mais  ces  fondions,  comme  je  l'ai  dit,  sont  des  combinaisons  de 
transcendantes  classiques. 

16.  J'ai  tenté,  dans  une  autre  voie,  une  généralisation  à  la  fois  des 
fonctions  ahéliennes  et  des  fonctions  fuchsiennes. 

J^es  fondions  elliptiques  ou  fuchsiennes  x{u)  sont  caractérisées  par 
cette  propriété  (|ue  les  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  une  valeur  de  x 
se  laissent  déduire  d'une  d'entre  elles  (ou  d'un  nombre  fini  d'entre 
elles)  par  un  groupe  infini  de  transformations  liomographiques. 

Je  me  suis  proposé  [29,  42 1  de  déterminer  toutes  les  fonctions  uni- 
formes .r(//),  telles  que  les  valeurs  de  u  correspondant  à  la  même 
valeur  de  .r  se  laissent  déduire  d'une  d'entre  elles  t<,  (ou  d'un  nombre 
tini  d'entre  elles)  par  des  transformations  algébriques 

(.".)  P(//,  '^)=:0, 

OÙ  p  est  un  polvnome  en  //,  w,  de  degré  donne. 
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Le  résultat  est  mallieiireiisemcnt  négatif;  toutes  les  fonctions  ainsi 
définies  se  déduisent  des  fonctions  fiichsiennes  (et  dégénérescences) 
par  un  changement  algébrique  de  la  variable.  Pour  le  voir,  j'ai 
montré  d'abord  que  tout  groupe  infini  discontinu  de  transforma- 
tions (5)  est  nécessairement  un  sous-groupe  d'un  groupe  continu  fini 
algébrique;  d'autre  part,  tout  groupe  continu  algébrique  est  réduc- 
tible (par  un  cliangement  algébrique  clfectué  sur  u)  soit  au  groupe 
bomograpbiqne,  soit  au  groupe  défini  par  la  formule  d'addition  de  la 
fonction  sn;  mais  les  groupes  infinis  contenus  dans  ce  dernier  groupe 
ne  sauraient  être  discrets.  On  est  ainsi  ramené  aux  groupes  fuchsiens. 

Le  problème  s'étend  naturellement  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables.  Chercbons  à  déterminer  toutes  les  fonctions  uniformes 
a;(i/,('),  j(m,  f),  telles  que  les  couples  {a,  v)  correspondant  au  même 
système  {ir,y)  se  déduisent  d'un  (ou  deplusieurs)  d'entre  eux(//,,e,) 
par  des  transformations  algébricjues  (  ')  : 

(6)  l'(«,r,  (/,,  i-,).  Q(",  I-,  ",.  1-,). 

où  P  et  Q  sont  de  degré  donné  en  u,  c,,  //,.  '•,. 

Là  encore,  je  montre  que  tout  groupe /«///?/ discontinu  de  transfor- 
mations (G)  est  compris  dans  un  groupe  continu  fini  algébri(|ue.  La 
détermination  explicite  de  ces  deiniers  groupes  {voir  le  §  19)  m'a 
permis  alors  de  voir  que,  moyennant  un  cliangement  algebri(|ue  eil'ec- 
tué  sur  u,  (',  tous  les  groupes  infinis  disrrels  cbeicbés  sont  dos  sous- 
groupes  des  groupes  canoniques  continus  à  deux  variables  énuinérés 
par  Sopbus  Lie  (parmi  lesquels  on  ne  garde  que  les  types  algébriques). 
Ces  groupes  discontinus  com|)rennent  notamment  les  groupes  byper- 
fucbsiens  et  byperabéliens  de  .M.  Picard,  qui  en  semblent  les  types  les 
plus  remarquables.  Il  y  aurait  pourtant  intérêt  à  former  des  fonctions 
uniformes  correspondant  à  d'autres  types  et  vérifiant,  comme  les  fonc- 

(  <  )  Je  me  suis  posé  aussi  ce  problème  auquel  s'appliquent  des  conclusions  identiques  : 
«  Déterminer  les  fonctions  uniformes  x{u).  telles  que  les  valeurs  de  u  correspondant 
a  une  valeur  de  .r  se  déduisent  d'un  couple  (ou  de  [ilusieurs  couples)  ",.  n,  d'entre  elles 
par  des  transformations  algébriques 

P(  «,  «|,  «2  )  =  n, 

où  P  est  un  piilvnonie  en  »,  «i.  "i  tle  degré  donné  ». 

P.  5 
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lions  li_v|t('i iiiclisicniii'S,  un  systiMin^  dillcicnlinl  ;ili;('l)ri(juc.  Tonfclois, 
je  n'ai  pas  poussé  la(|n('slion  plus  loin.  En  voici  la  raison  :  Ces  travaux 
renionlcnl  à  une  prriodo  où.  n'espérant  plus  lornier  direclenient  les 
e(nialions  (lilTereulielles  d'ordre  supérieur  ;i  points  eiirK|ues  lixes,  je 
in'élais  l'ésii^né  à  suivre  une  voie  delournée  ;  je  clieieliais  donc  ii  eous- 
triiire  des  Iranseendanles  nouvelles  satisfaisant  ii  des  éi|nations  dillé- 
renticdles  ali,'él)ii(]ues.  IMus  tard,  ayant  repris  avec  succi's  l'étude  des 
e(|ualions  diliércntielles,  j'ai  laissé  de  coté  ce  genre  de  problèmes. 

Courbes  et  surfaces  algébriques. 
17.  Tninufonniitio/i^  nilionncllcs  (les  coiirhrs  alf^ébrlqiics.  —  Dans  le 
domaine  algelui(|ne.  ce  sont  suilout  des  transformations  ralionnelles 
des  eonrlies  et  ^v>  surfaces  algébriques  que  je  n)e  suis  oceu[)é.  ("es 
(l'ansformalions  intei'viennent  d'elles-mêmes  dans  la  lliéoriedes  équa- 
tions différentielles.  Soient 

C[x,y)—o,         r(X,Y)=o 

deux  courbes  algébriques,  la  piemière  de  genre  /;,  la  seconde  de 
genre  //;  admettons  qu'on  puisse  passer  de  la  première  à  la  seconde 
par  la  transformation 

(T)  ./•  =  /-(X,Y).        .,■=/■, (X. Y), 

où  /■  etr,  sont  rationnels  en  X.  Y.  Je  désigne  par  a  le  nombre  de  points 
de  r  qui  correspond  à  un  point  de  (>.  Si[J.  =  i,  la  transformation  est 
birationnelle  et/>  est  égal  à  p' .  Dans  tous  les  cas,//  est  au  moins  égal 
à/;  et  la  formule  de  Zeutlien  donne,  si /;  est  plus  grand  que  i, 

(^elle  formule  montre  (|ue  si  /''  =  />>>  i,  la  transformation  est  néces- 
sairement birationnelle.  Il  en  va  tout  autrement  si  p  =  p  =^  o  ou  i . 

(iela  posé,  les  projjositions  que  j'ai  obtenues  |6,  18,6."}]  se  résument 
ainsi  : 

I.es  deux  courbes  F  et  C  étant  données,  si  p  est  plus  grand  que  i, 
il  n'existe  entre  elles  qu'un  nombre  fini  de  transformations  de  |)as- 
sagc  (T),  et  ces  transformations  se  calculent  à  l'aide  d'un  nombre  lini 
d'opérations  algébriques.  'è,\p  —  \,  il  existe  une  infinité  de  transfor- 
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mations  (T)  dès  (ju'il  en  existe  une  seule;  ees  Iranslbi'iiialions  ilé- 
penclent  d'une  constante  et  au  nioin><  d'un  entier  ariiitraires;  u.  croit 
indéfiniment  avec  l'entier  arliitraire.  Si /^  =  o,  il  est  liien  évident  ([u'il 
existe  toujours  entre  (^  et  V  une  infinité  de  transformations  (T)  (|ni 
dépendent  d'une  fonction  rationnidle  arbitraire. 

Supposons  maintenant  la  courbe  F  donnée  sctilr;  elle  n'est,  en  géné- 
ral, la  transformée  rationnelle  d'aucune  courbe  Cf/f  iienre p  plus  grand 
(jue  i;  quand  il  existe  de  telles  courI)es  C,  elles  formcnl  un  nombre 
fini  de  classes  et  l'on  sait  calcnlei'  algebrù/urnie/it  un  type  de  cba([ue 
classe.  Pour  (|u'il  existe  une  courbe  C.  de  genre  un,  il  faut  qu'une  inté- 
grale de  premii're  espèce  atla(diee  à  V  n'ait  (|ue  deux  périodes.  Celte 
condition  remplie,  il  existe  une  infinité  de  courbes  C  (ttislinctes)  de 
genre  un  dont  le  module  dépend  d'un  entier  arbitraire. 

Enfin,  si  F  est  hyperelliptique,  il  en  est  de  même  a  fnrliori  de  C 
Ces   résultats   se    rattacbenl  évidemment  à  la  transformation   des 
fonctions  fucbsiennes  cl  ii  la  réduction  des  intégrales  abéliennes. 

18.  Transformations  rationmllcs  des  surfaces  algébriques.  —  .l'ai 
insisté  sur  ces  tbéoriMucs  très  simples  pour  éclairer  les  propositions 
analogues  qui  s'ap|di(|uent  aux  transformations  rationnelles  des  sur- 
faces f  14,  1.'),  G3|.  Soient 

'!'[.>•.  y,  z)  —  o,  l(\.\.L\=o 

deux  surfaces  algein'i(|ucs  telles  (jue  la  ti'ansformation  rationnelle 

(T)  x=:/-(X,  V,Z),  r  =  r,(X,  V,Z),         z  =  r.,{\,\ //■) 

fasse  passer  de  S  à  -.  .le  représente  par  a  le  nombre  des  points  de  1 
(|ui  correspondent  \\  un  point  de  S,  par  w  le  degré  de  S,  ])ar  p  son 
genre,  par/;,  le  genic  de  l'intersection  C.  de  S  avec  une  quelconque 
de  ses  adjointes  Q  [de  degré  (w—  '|)];  p,  p\  désignent  les  entiers 
analogues  attacbés  à  il.  On  a  dans  tous  les  cas 

/''':/'.       /'i-/'.. 
Pt  (sip,>  i)  : 


{J- 


Ih 


Si  a  est  éKîtl  i"  i-  c'est-ii-dirc  si  la  tiansformalion  est  hiralionnellc. 
p'  est  égal  il  p.  p,  il  /',;  inversement,  si/>,  =/'',>' .  [J-est  égal  ii  i  et  //  ii  p. 
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Poiii'  ;tllLM'  plus  loin,  je  distinguerai,  parmi  les  surfaces  S  tie  genre 
p^  I  (les  seules  que  nous  considérons),  celles  qui  jouissent  de  cette 
propriété  connue  :  deux  adjointes  quelconques  Q  qui  ont  un  point 
commun  sur  S  (en  dehors  des  points  singuliers)  ont  sur  S  une  ligne 
commune.  Je  donne  à  ces  surfaces  le  nom  de  surfaces  spéciales.  Quand 
une  surface  est  spéciale,  la  courbe  G  se  décompose  en  courbes  de 
genre  un;  dans  tous  les  autres  cas,  /;,  est  plus  grand  que  i. 

dette  définition  admise,  supposons  données  les  deux  surfaces  S 
et  1.  Si  la  surface  S  n'est  pas  spccia/e  (p^  ■2),  il  ne  saurait  exister 
qu'un  nombre  fini  de  transformations  (T),  et  ces  transformations  se 
calculent  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  algébriques.  Si  la  sur- 
face S  est  spéciale,  il  peut  exister  une  infinité  de  transformations  (  T  ) 
(|ui  dépendent  d'une  constante  et  d'entiers  arbitraires;  la  constante 
n'apparaît  que  si  le  module  des  courbes  G  de  S  est  constant;  les 
entiers  permettent  à  a  de  croître  indéfiniment. 

Quand  la  surface  1  est  spéciale,  il  en  est  de  même,  a/or/iori,  de  S  ; 
dans  ce  cas,  p  peut  être  égal  à//  sans  que  la  transformation  soit  bira- 
lionnelle. 

Supposons,  enfin,  la  surface  1  donnée  seule  :  les  surfaces  S  non 
spéciales  dont  elle  est  la  transformée  rationnelle  formeiil  un  nombre 
finide  classes,  et  l'on  sait  déterminer  algébri(|uement  un  type  de  clKUjue 
classe  (').  Quant  aux  surfaces  S  spéciales,  leur  recherche  se  ramène  au 
|)i'olilt'me  de  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales 
elliptiques. 

l*).  Transforma/ions  biralion/icllcs  des  surfaces.  —  Passons  au  cas  où 
la  transformation  (T)  est  hirationnellc.  J'ai  réussi  [."il,  63]  à  compléter 
les  théorèmes  fondamentaux  de  M.  Picard  sur  les  surfaces  algébriques 
([ui  admettent  un  groupe  continu  fini  de  telles  transformations. 
M.  Picard  a  établi  que  ces  surfaces  jouissent  d'une  des  deux  propriétés 
suivantes  : 

«  Ou  bien  elles  possèdent  un  faisceau  linéaire  de  couibes  de  genre 
zéro  ou  de  courbes  de  genre  un  (à  module  constant)  ; 

»   Ou  bien  il  existe  deux  intégrales  de  dillérentielles  totales  attachées 


(')  Doux  su rliiees  (comiuo  doux  courbes)  son l  du  la  iiitinc  classe  ([uand  elles  se  corrcs- 
|i(iri(lenl  biiMlioiiiicIlciiient. 
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à  la  surface  donl  l'inversion  conduit  à  desi'oiictions  uiiilormcs  (|ui  icii- 
ferment  rationnellement  les  constantes  d'intégration  x„,  Vg,  z„.   » 

Du  théorème  de  Weierstrass  une  fois  démontré  (§  l."}  ),  il  résulte 
que  les  surfaces  de  la  seconde  catégorie  sont  des  surfaces  liy[)t'ro!li|i- 
tiques  ou  des  dégénérescences. 

Quant  aux  surfaces  de  la  première  catégorie,  certaines  conditions 
supplémentaires  sont  nécessaires  pour  qu'au  faisceau  de  courbes  uni- 
cursales  ou  elliptiques  corresponde  efTectivement  une  transformation 
Inrationnelle  infinitésimale  de  la  surface.  J'ai  donné  ces  conditions 
sous  une  forme  précise. 

C'est  ce  qui  m'a  permis  de  délervuncr  explicilcmcnl  Imis  les  groupes 
continus  finis  algébriques  à  deux  variables.  Moyennant  une  transfor- 
mation algébrique  effectuée  sur  les  varialtles,  tous  ces  groupes  se 
ramènent  soit  aux  types  cfl/jo/î/r/uej  énumérés  parSophus  Lie  (où  l'on 
ne  garde  que  les  types  algébriques),  soit  aux  types  définis  par  les  for- 
mules d'addition  des  fonctions  hvperelliptiqucs  (et  dégénérescences). 

Les  résultats  précédents  s'étendent  d'ailleurs  aux  surfaces  algé- 
briques à  n  dimensions. 

"20.  L'ensemble  des  transformations  birationnelies  d'une  surface 
forme  toujours  un  groupe  G,  mais  quatre  circonstances  peuvent,  a 
priori,  se  présenter  sur  lesquelles  j'ai  attiré  l'attention  : 

1°  Gpeut  être  un  groupe  continu  infini,  sanssous-groupecontinu  fini: 

2°  G  peut  être  un  groupe  continu  fini  ou  renfermer  un  tel  sous- 
groupe; 

3"  G  peut  être  un  groupe  discontinu  infini; 

4°  G  peut  être  un  groupe  discontinu  fini. 

Si  les  cas  2°  et  4"  sont  classiques,  on  ne  connaît  pas  encore  d'exemple 
du  cas  1°.  Quant  au  cas  3",  M.  Hunibert  en  a  fourni  le  premier  un 
exemple  dans  ses  brillantes  recliercbes  sur  les  fonctions  abéliennes  à 
multiplication  complexe.  Après  la  publication  de  M.  Humbert,  j'ai 
indiqué  [75]  des  types  extrêmement  simples  de  surfaces  qui  pré- 
sentent la  même  particularité;  signalons  entre  autres  les  surfaces 
(de  genre  un)  : 

I  —  .r-  ^ r  —  X-  _^ -4.i'  —  s:.-,  .V  —  i', 

"    ~  I  —  _■»  -  '  "  ~  I  —  y-'  "  ~  47'—  ff-iy  —  ,i', 
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l,a  (Icinii'i'c  (mais  niiii  les  deux  précédentes)  esl  une  dégénéres- 
ciMice  (le  snr'lace  de  Kuniniei-;  le  groupe  de  ses  IransCoruiations  hira- 
lionnelles  dépend  de  trois  entiers  arbitraires. 

21.  TKtnsforntdlioiis  hiitnij'onncs  des  stirfdccs.  —  A  l'inverse  des 
eourhes.  les  surfaees  algchriqnes  peuvent  admettre  des  transforma- 
tions ])iuiiirormes  (')  qui  ne  sont  pas  birationnclles.  Par  exemple,  les 
égalités 

(7)  .r=;X.  v::=Yc^  OU  \  =  .;-,  Y  r=   >•  f--^ 

définissent  une  li'ansformation  Itiunifornu'  dn  plan  en  lui-même,  dette 
transformation  jonil  de  la  propriété  que  les  droites  .r  =  const.  restent 
des  droites;  mais  la  eomliinaison  de  deux  trausfoi-malious  telles 
(jue  (7),  soit 

.r^. (-,('.'■.,         _)■  ^  j-|  el  .r,-=\,  >•,  =:Ye^, 

eonduit  à  une  transformation  biuniforme  qui  ne  laisse  algél)ri(|ue 
aucune  courbe  algélirique. 

J'ai  divisé,  d'après  cela  [39,  5."),  63],  les  transformations  hiuni- 
formes  en  deux  classes,  suivant  qu'il  existe  ou  non  une  famille  de 
courbes  algébriques  qui  reste  algél)ri(|ne  dans  la  transformation;  je 
conviens  de  (lire  cpie  la  li'ansformation  est  scrm-lransrendanle  dans  le 
pieiuier  cas.  cssentiellcmnit  biuitiforme  dans  le  second. 

.l'ai  pu  faire  une  théorie  complète  des  transformations  semi-lrarts- 
cendantes.  J'ai  montré  que,  si  deux  surfaces  se  correspondent  par  une 
transformation  biuniforme  semi-transcendante  (mais  non  biration- 
nelle),  cliacune  des  surfaces  correspond  birationnellement  à  nu 
cylindre  ou  possède  un  faisceau  linéaire  de  courbes  de  genre  un.  (>es 
conditions  ne  sont  pas  suffisantes  pour  que  la  transformation  existe; 
mais  je  les  ai  complétées  algébri(|uement,  v[  j'ai  donne  la  forme  expli- 
ri/e  des  transformations  hiuniformes.  Par  la  niarclie  même  de  la  niétliode. 
tout  revient  \\  étudier  successivement  les  correspondances  biralion- 
nelles  entre  deux  couples  de  courbes  algébriques. 

(')  De  toiles  transfornialions  existeraient  pour  les  coiirlu-s  si  ion  considérait  des  fonc- 
tions iinifurnies  affectées  de  ligues  singulières.  Je  me  limite,  pour  les  surfaces,  bien  (|ue 
celte  restriction  soit  trop  étroite,  aux  transformations  telles  que  leurs  singularités  trans- 
cendantes forment  sur  chaque  surface  une  courbe  algébrique. 
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J'ai  insisté  notamment  sur  les  surfaces  qui  aiimettent  un  i^'ioiipe 
continu  de  transformations  biuniformes.  Les  surfaces  (jui  [lossèilent 
un  faisceau  linéaire  de  courbes  elliptiques  correspondant  à  une  trans- 
formation biralionnelle  continue  sont  [)articulièrement  inléressantes  ; 
en  outre  du  groupe  de  transformations  lationnelles,  elles  pussédent 
une  infinité  (continue) de  transformations  biuniformes  (|ui  conservent 
toutes  les  intégrales  de  dilTérentielles  totales  de  premii're  espèce 
attachées  à  la  surface,  sauf  une  seu'e. 

Qu'une  transformation  biuniforme  soit  ou  non  semi-transcendante, 
j'ai  pu  établir  (|u'elle  possi'de,  dans  tous  les  cas,  une  pntpriété  bien 
remarquable  :  clie  conserve  les  in/e^ra/'S  doubles  île  jnrimère  espèce 
attachées  à  ta  surface  transformée. 

Nous  venons  de  dire  qu'elle  ne  consei've  pas  nécessairement  les 
intégrales  de  dilTérentielle  totale  de  première  espèce.  La  raison  pro- 
fonde do  cette  diHerence,  c'est  que  les  cycles  générateurs  des  périodes 
sont  à  deux  dimensions  pour  les  intégrales  doubles  et  à  une  seule  pour 
les  différentielles  totales. 

Une  conséquence  de  ce  théorique,  c'est  que  toute  correspondance 
biuniforme  entre  deux  surfaces  de  genre  p  >  i  e^t  nécessairement  semi- 
transcendante.  Les  seules  surfaces  pour  les(|U('lles  la  théorie  des  ti'ans- 
formations  biuniformes  n'est  jtas  achevée  sont  donc  les  surfaces  de 
i^enre  zéro  ou  un. 

On  pourrait  penser  (|ue  toute  transformation  essentiellement 
biuniforme  est  la  résultante  de  plusieurs  transformations  semi-trans- 
cendantes. Il  n'en  est  rien;  je  l'ai  montré  par  des  exemples.  .l'ai 
déterminé  notamment  toutes  les  transformations  essentiellement  bi- 
uniformes définies  par  un  système  quelconque 

p  (X,  y,  z)cLv  H-  7  {.r,  y,  ;)  r/v  =  1>  (\.  Y,  Z)  <t\  +  O  (  \.  V.  /.  )  >l\\ 
jh{r,y,  z)(t.v^>/,(.v,y,  -)(/>•=  IV  (\,V,Z)</\  H-  0,(\.  V,  Y.)  <t\ , 

dont  l'intégrale  générale  est  uniforme,  qu'on  prenne  comme 
variables  œ,  y,  z  ou  X,  Y,  Z.  (Les  deux  membres  de  cha(|ue  équation 
sont  des  différentielles  totales  exactes,  attachées  respectivement  aux 
deux  surfaces.)  J'ai  obtenu  ainsi  entre  deux  certaines  surfaces  bypei'- 
clliptiques  (de  classe  différente),  entre  deux  cylindres 

y  =  v/(i  — x^)(i  — A-'x-=;         et         Y  =  \,\i  — \')  (i  —  K' \'-), 
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eiilic  un  toi  cylindre  et  un  plan,  entre  deux  plans  entui,  des  corres- 
pondances hiunifoi'ines  qui  ne  sauraient  s'ohlcnir  par  la  combinaison  de 
iransformalions  semi-transcendantes . 

Tous  les  résultats  qui  précèdent  relatifs  aux  transformations  ration- 
nelles ou  biuniformes  des  courbes  et  des  surfaces  jouent  un  rôle 
considérable  dans  la  théorie  analytique  des  équations  dilTérentielles. 

En  particulier,  les  correspondances  biuniformes  que  j'ai  signalées 
en  dernier  lieu  interviennent  dans  l'étude  d'un  certain  type  d'équa- 
tions différentielles  du  second  ordre,  à  points  critiques  fixes  | équa- 
tion (VIII)  du  §40],  quand  on  regarde  l'intégrale  comme  fonction 
des  constantes. 


TROISIEME  PARTIE. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES. 


Théorie  analytique  des  équations  différentielles  du  premier  ordre. 

22.  Pour  prolonger  dans  tout  le  champ  complexe  l'élndede  lin- 
tégrale  générale  ^v(j")  d'une  équation  dilTérentielle  d'ordre  (|uel- 
conque,  j'ai  pris  comme  point  de  départ  les  théorèmes  fondamentaux 
(le  Cauchy.  J'ai  commencé  [63,  9,5]  par  préciser  ces  théorèmes  en 
regardant  y  (a;)  comme  fonction  de  jc  et  des  conditions  initiales  a-„, 

v'„,  ^>'„, ,)'!,.   Quand  x,  x„.  r,,,  y[-,,  ■■■  varient  dans  le  voisinage  de 

X  ^^  a,  x^  =  a,  l'o  =  b,  y„  ^  c,  ...  (a.  b,  c,  ...  désignant  des  valeurs 
de  X,  y,  y,  ...  pour  lesquelles  l'équation  est  régulière),  l'intégrale 
y  =:  o{x,  x^, y^, y'^,  ...)  est  une  fonction  holoniorphe  di;  toutes  les 
variables  x,  x^,  y„,y'„,  ....  De  cette  simple  remarque  j'ai  déduit  une 
démonstration  intuitive  de  ce  théorème  (jui  a  donné  lieu  à  tant  de  dis- 
cussions et  dont  l'importance  est  capitale  :  «  En  dehors  de  l'intégrale 
de  Cauchy,  il  n'existe  aucune  intégrale  v(a')  de  re([uation  telle  que 
y{x)  tende  vers  />,  y' (x)  vers  c.  etc.,  quand  x  tend  vers  a  sur  un  cer- 
tain chemin  /.  »  Le  chemin  /est  d'ailleurs  quelcon(|ue  :  il  peut  admettre 
le|)oint  a  comme  point  asymptote,  avoir  une  longueur  infinie,  etc.  i  '  )- 

2.3.  Tlu'orèines  fomlaineiUaux  sur  les  écjuaHons  du  prenucr  ordre.  — 
C'est  aux  équations  Ay\  prcnucr  ordre  que  j'ai  tout  d'abord  api)liqué  ces 
principes.  Considérons  une  e(|ualion 

où  F  est  un  polynôme  en  y,  y,  x. 

(  1  )  (^-C   lliéorèmo   a    élo   critiqué   récemment  encore   par  quelques  auteurs;   dans  les 
exenqiles  (]iie  ces  auteurs  opposent  au  tliéoréme,  le  point  x  ne  tend  pas  vers  le  point  a. 
mais  laiilôt  s'en  approclie  el  lanlôt  s'en  éIoi<;ne  à  dislance  finie  un  nombre  indéfini  de  fois. 
I».  '  6 
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J';ii  {l(;montré  [3,  18,  21,  2G,  63]  sur  ces  équations  doux  théorèmes 
généraux  <]ui  s'énoncent  ainsi  : 

TiiiiOUÈMF.  1.  —  Une  intégrale  .}'(x')  de  (i)  ne  peut  admettre  comme 
singularités  non  (i/géhri(/iies  qu'un  nombre  fini  de  points,  (jui  sont  fixes 
et  se  déterminent  algébriquement  sur  l'équation  même. 

En  pai'ticulier,  tout  point  transcendant  essentiel  de  >'(a;)  coïncide 
avec  un  des  points  .i'  qu\  sont  pôles  de  j'  quel  que  soit  j-. 

TriÉoiŒMii  II.  —  Soit  a-„  un  point  lixe  du  plan  desa-tiistinct  des  points  E, 
et  soit  V  =  9(.i',^v|j,  l'o,  a-(,)^si}(.r,  }-.  .r„)  l'intégrale  de  (i)  définie 
par  les  conditions  initiales  a-„,}'„,v'„  [liées  par  F (yj,,r„,  ,r„)  =  oj  ;  la 
fonction  Y  =  y(.r,  >„,  x„j  est  une  fonction  algébroïdc  (')  de  x  et  de  j\ 
pour  X  =  .t„.  r„  =  b,  quelle  que  soit  la  valeur  infinie  ou  infinie)  de  b. 

Plus  généralement,  soienta-„  et  x  deux  points  x  distincts  des  point  H 
et  /  un  chemin  qui  joint  ces  deux  points  sans  rencontrer  aucun  point  ;. 
L'intégrale  étant  définie  par  les  conditions  initiales  ,i„,v„,>-'„,  allons 
du  point  :r„  au  point  x  sur  le  chemin  /,  et  soit  j  =  '|(.r,  }„,  .r„)  la 
valeur  de  l'intégrale  au  point  d'arrivée  .r.  L'expression  ■h.  considérée 
comme  fonction  de  >'„,  coïncide  avec  une  branche  de  fonction  analy- 
tique '/(,v„)  algébroïdc  pour  y  ^  =  b  {(fuellc  que  soit  la  valeur  b,  finie  ou 
infinie)  (-'). 

Les  tiiéori'mes  I  et  II  suhsistent  quand  les  coeiricienls  du  polvnoine 
F  en  y',  y  sont  des  fonctions  de  x  non  plus  algébriques,  mais  holo- 
morphes  dans  un  certain  domaine  D.  Il  faut  alors  l'cstreindre  les  énoncés 
précédents  au  domaine  D;  autrement  dit.  ne  considérer  que  les  points.r, 
X(,  (et  les  chemins  /)  intérieurs  à  D. 

(')  Autremcnl  dit,  à  l'intérieur  de  deux  cercles  décrits,  le  premier  dans  le  plan  des  .r 
du  point  xo  comme  centre,  le  second  dans  le  plan  des  jo  du  point  b  comme  centre,  la  l'onc- 
tion il/(r,jo)  a  les  propriétés  d'une  fonction  algébrique. 

('•)  Si,  pour  .r»  =  ^,  l'intégrale /(x)  ne  présente  pas  de  point  critique  situé  sur  t, 
l'expression  li'(j)'o)  est  méromorplie  pour  j'o  =  b.  Slais  quand,  yo  variant,  un  point  cri- 
tique (algébri([ue)  de  .r(.r)  traverse  l,  l'expression  iJ'C^o)  sr^utc  d'une  brandie  de  la 
l'onction  /(/o)  à  une  autre  branche  de  la  môme  fonction. 
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21.  Ces  deux  théorèmes  sont  l'un  et  l'autre  en  detaut  des  que  l'ordie 
dillerentiel  de  l'équation  dépasse  l'unité. 
C'est  ainsi  que  l'équation 


(■'•) 


(  (^,  A',  coiislniitcs  numériques) 


a  comme  intégrale  la  fonction 

(3)  j  =  sn,,[Uog(Aa-  +  B)]        (A,  li,  constantes  arbitraires). 

Chaque  intégrale  admet  un  point  essentiel  (d'indétermination  com- 
plète) a-  =  -  -.  varialde  avec  l'intégrale  considérée. 

Dès  qu'il  existe  des  singularités  transcendantes  mohiks,  le  théo- 
n.me  II  a  fordon  n'est  plus  exact.  Mais  lors  mémo  que  le  théorème  I 
se  trouve  vrai  pour  une  équation  du  scond  ordre,  le  théorème  II  peut 
être  en  défaut,  comme  il  apparaît  sur  l'exemple 

(4)  y"  =  y^ 

dont  l'intégrale  est 


•25.  Appliranons  des  ihcorèmcs  prccàh-nls.  -  Indiquons  immédia- 
tement (lueliiues  conse.]uences  des  théorèmes  I  et  II. 

Tout  d'ahord,  appliqués  aux  équations  à  pnuUs  cntiques  Jures,  ces 
théorèmes  mettent  ii  l'ahri  de  toute  critique  les  travaux  h.en  connus 
,1,.  M.Fuchs  etdeiM.  Poincaré. 

Ces  travaux  prêtaient,  en  effet,  à  deux  ohjections  hien  différentes. 
M.  Fuchs  s'est  horné  à  exprimer  que  les  intégrales  v(^)  d  une  équa- 
tion (,)  n'ont  pas  de  points  critiques  algehriques  mobiles.  Il  n  etai 
p..  prouve  que  les  équations  (  ■)•  -pondant  à  ces  conditions,  eussent 
Vraiment  leurs   points  cntiques  fixes  (');  étendue^  exemple,   a 

T^7l7m.^.e  obieclion  s'appliquait  aux  travaux  de  Briol  et  Bouquet  sur  les  équali.ns 
Jyy,  r  ""  il"u-à  la  .liJistralion  directe  de  ruuiR.rmité  de  1  intégrale  de  1  équa- 
tion/^=  (.  -.>"-)(>  -^  /-.'■^)'  l^'"*^  ^1"''"  '.■enseigne  d'ordinaire. 
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lYMiiiation  (2),  la  même  mrlliodc  conduirait  à  la  conclusion  erronée 
(|uo  l'intégrale  de  cette  é(]uation  est  uniforme  (quel  que  soit  a).  Si 
les  conditions  de  M.  Fuchs  se  trouvent  suiïisantes  pour  les  équations 
du  |)remier  ordre,  «  la  vraie  raison  »,  dit  M.  Picard  ('),  «  en  est  dans 
le  tliéori'me  de  .M.  l'ainlevé  »,  théorème  I,  en  vertu  duquel  tous  les 
points  singuliers  non  algébriques  de  (i)  sont  fixes. 

Au  contraire,  la  méthode  de  M.  Poincaré  n'introduisait  sûrement 
(|ue  des  équations  à  points  critiques  fixes,  mais  on  pouvait  se  deman- 
der si  elle  les  épuisait  toutes.  Elle  repose,  en  ed'et,  sur  cette  remarque 
(|ue  la  fixité  des  points  critiques  entraine  une  correspondance  hiuni- 
forme  entre  les  cou|)les  {y,  y')  et  ()'o.y„).  valeurs  de  y{x)  et  de 
v'(.t)  pour  x  et  Xa.  M.  Poincaré  admettait  implicitement  que  cette 
correspondance  hinnilorme  est  hiralionneUc.  La  chose  est  vraie,  en 
vertu  du  théoriMue  II,  mais  appliquée  aux  équations  du  deuxième 
ordre,  la  même  méthode  laisserait  échapper  de  nombreuses  classes 
d'équations  ii  points  critiques  fixes,  telles  que  l'équation  (4),  et  préci- 
sément les  plus  intéressantes  {voir  le  §  41). 

Dans  un  autre  ortire  d'idées,  le  théorème  I  m'a  permis  d'établir,  au 
sujet  des  intégrales  d'une  équation  algébrique  quelconque  du  premier 
(udre,  un  théorirme  entièrement  analogue  au  célèbre  théorème  de 
M.  Picard  sur  les  zéros  des  fonctions  entières.  Soit  y (x)  une  intégrale 
(  iiniforriie  ou  non  )  de  (i)  :  si,  pour  une  valeur  de  A,  i  égalité  y  (^x)  =  A 
u  une  infinité  de  racines,  elle  en  a  une  infinité,  (jnel  que  soit  A.  exception 
étant  faite  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  A  qui  se  calculent  algébri- 
quement sur  l'équation  différentielle.  Le  seul  cas  où  le  théorème  n'a  pas 
lieu  de  s'appli(juer  est  donc  celui  où  la  fonction  x{y)  [inverse  de  j(a,-)] 
est  une  fonction  ;i  un  nombre  limité  débranches. 

C'est  également  sur  le  théorème  1  que  repose  la  démonstration  de 
cette  propriété  des  équations  (i)  (ro/>le  §  7)  :  ><  Tout  point  trans- 
cendant essentiel  a;- =  ^  d'une  intégrale  y(x)  de  (i)  est  un  point 
{V indétermination  complète   ». 

Voici  une  autre  conséquence  du  même  théorème  :  moyennant  une 
transformation  x=j4-aX,  les  intégrales  >'(X)  de  l'équation  trans- 
j'ormée  ne  présentent  plus  de  singularités  essentielles.  C'est  là  un  résultat 


(')  Acta  niatlicmaticfi,  t.  XVII,  p.  298;  iSgj. 
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(loni  l'importance  apparaît,  quaml  on  réfléchit  ([ne  l'étude  des  inté- 
grales dans  le  voisinage  d'un  point  transcendant  (non  essentiel)  peut 
s'elFectuer  dans  des  cas  très  nomhi'CMX  par  les  méthodes  de  M.  Poin- 
caré,  et,  dans  tons  les  cas,  se  présente  comme  heaucoiip  moins  com- 
pliquée que  si  le  point  est  essentiel.  Mais  la  transformation  n'est  pas 
utilisable  dans  les  problèmes  où  la  variable  indépendante  est  donnée. 
On  trouvera,  dans  un  autre  Chapitre  (§54),  une  application  tri's 
étendue  du  théorème  I  au  domaine  réel. 

26.  De  l'i/Ucgra/c  considcirc  comr?ie Jonction  de  la  constante.  liô/e  des 
points  critiques  Jî.res  et  mobiles.  —  Afin  de  pousser  plus  loin  les  consé- 
quences analytiques  des  théorèmes  I  et  II,  j'ai  dû  analyser  la  double 
influence  qu'exercent  sur  l'intégrale  les  points  critiques  mobiles  et  les 
points  critiques  yî'j7e5.  Dans  cet  exposé,  je  me  limiterai,  |)our  abréger. 
aux  équations  (algébriques  en  j',  y)  qui  sont  aussi  algébri(iucs  en  x 
ou,  du  moins,  qui  ne  possèdent  qu'un  nombre  limité  de  points  cri- 
tiques fixes  X  =  ^. 

Définissons  une  intégrale  par  les  conditions  initiales  x„.  >-,,.  v„,  el 
soient  y  =  9(0-,  v^,,  Vo,  .r„  ),  v,  —  ç»,  (x.  >-„,  v„,  .r„)  deux  branches  de 
cette  intégrale  qui  se  permutent  entre  elles  quand  x  tourne  autour 
des  points  critiques  mobiles  sans  tourner  (^  '  )  autour  des  points  critiques 


(  •  )  Par  définition.  le  [loinl  x,  qui  décrit  un  contour  fermé  C  ne  tmirru-  pm  autour 
d'un  point  donné  \,  si  la  variation  totale  de  l'angle  «j  que  fait  avec  une  demi-droite  lixe 
le  vecteur  ^x,  est  nulle  (quand  x  parcourt  une  fois  tout  le  contour  C). 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

,  _         .) 

^   ^  xu^i  > 
(lui  s'intègre  ainsi  : 

X 

)-('.>=  —  ro  <•:>■». 
x„ 

Chaque  intégrale  j(.r)  admet   deux  |ioints  critiques   fixes  ,r  =  o  cl  .r  —  x  ol  un  seul 

point  critique  mobile  X  =  —  —?-'*>';  deux  branches  de»  1  j-)  se  |)eruiutenl  si  .r  décril  un 

lacet  élémentaire  L  entourant  le  point  critique  niolule:  mais  si  x  tourne  autour  de  l'ori- 
gine n  fois  dans  le  sens  positif  avant  de  parcourir  L  et  n  fois  dans  le  sens  négatif  après 
l'avoir  parcouru,  le  point  x.  quand  il  a  décrit  le  circuit  total,  n'a  pas  tourné  autour  de 
l'origine,  el  un  nombre  indéfini  de  branches  se  permutent  ainsi  autour  du  (loint  critique 
mobile. 
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fixes  \.  l'oiir  des  valeurs  iiuiiiériqiies  x,  x^  données  à  x,  les  deux 
cxpi'essions 

fi-^'  /o>  J'o.  ■î'o)  =  'K^''  Jo,  -ï-o) 

et  _  _  _       _ 

sont  deux  brandies  de  la  m.yw.  fond  ion  analytique  '/_(/„).  Au  contraire, 
si  les  deux  inanchcs  r(a7),  y,{x)  de  la  même  intégrale  ne  se  per- 
mutent qu'autour  des  points  critiques  fixes,  les  deux  brandies  '|(j'o) 
et  '-['((>'„)  aj)partiennent,   en   gt'iiéral,   à   deux  fonctions  analyti(jues 

dislinctcs  de  >'„.    C'est  ce  (]ui    apparaît  sur  l'exemple  j'= -^)   dont 

rintéirraie  est  y  =  y,,  i/  — ■ 

Représentons  donc  par 'j/(a;.7o.  a^o).  'j'.  (■2:'.„yo- ■^o).  'laC-^- Je  ■^o).  ••• 
les  difl'érentes  branches  de  l'intégrale  y(x)  qui  se  permutent  avec 
la  première  autour  di-s  points  eriti(|ues  mobiles.  Les  expi'essions 
'j;(.r,j',i,a"„).  ■j'i  (  J',,i'o.  ■ï'o)'  '}:;  ('^.  J'iM 'î"u)'  •■•  coïncident  avec  des 
branches  d'une  certaine  fonction  analyti(|ue  /(x,  j'o,  .ro).  Mais  j'ai 
mis  en  lumière  une  circonstance  bien  inattendue  :  il  peut  arriver  que 
ces  diverses  déterminalions  n'épuisent  pas  toutes  les  hranc/ies  de  la 
fonction  y  {x,  y„.  xj  (prolongée  analytiquement  dans  son  domaine 
d'existence);  il  peut  arriver  aussi  que  certaines  branches  de  cette 
fonction  '/(.Vo)  pi'ésentent  des  singularités  transcendantes. 

Il  semble,  il  première  vue,  qu'il  y  ait  antinomie  entre  l'existence  de 
telles  singularités  et  l'énoncé  du  théorème  II  :  il  n'en  est  rien.  C'est 
au  contraire  le  théoi'ème  II  qui  m'a  permis  d'élucider  ces  curieuses 
com|)licalions.  Klles  dépendent  des  râleurs  remarquables  \^  de  y  ^  pour 
lesquelles  dtux  branches  au  moins  de  l'intégrale  y  [x)  =^  '\/  [x,  y„x„), 
fiermutables  autour  des  points  critiques  mobiles,  cessent  de  se  per- 
muter: (juand  r,i  tend  vers  Y„,  les  points  mobiles  autour  desquels  les 
deux  blanches  de  y(x')se  |)eriiiutent  tendent  vers  des  points  ^  ou 
devieiuienl  indcter'ininées.  Ces  valeurs  Yo=i;(.r„)  peuvent  être  des 
|)oiiits  transcendants  (mais  non  essentiels)  de  certaines  branches  de 
'/  (■^'»  Jo' ^^'(i)-  ^'  (pour  a-„  donné)  leur  ensemble,  dans  le  plan  des  y„, 
ne  comprend  pas  de  ligne,  toutes  les  branches  de  la  fonction  analytique 
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y  (.1-,  v„,  Xf,)  correspondent  auxiliverses  déterminations  (permutables 
autour  des  points  critiques  mobiles)  des  intégrales  définies  par  les 
conditions  initiales  Xg,  j„.  Quand  l'ensemble  des  points  Y„  comprend 
des  lignes,  certaines  des  branches  de  •/(.i-,v„,.t„)  peuvent  définir,  en 
outre  des  intégrales  précédentes,  d'autres  intégrales /(.r)  (et  même 
une  infinité)  dont  aucune  détermination  ne  prend,  jiour  x  =  Xg,  la 
valeur  )\ . 

27.  Éclairons  ce  qui  précède  par  des  exemples. 
L'équation 

(5)  y' 


■r  (V  -  I  ) 
s'intègre  ainsi  : 

(6)  yey=^j,ey^^. 

Pour  les  valeurs  v,,  =  o  et  jKo=  »  (*?t  pour  celles-là  seulement), 
deux  branches  de  l'intégrale  générale,  permutables  autour  du  point 
critique    mobile,  cessent    de  se    permuter;    runiqu(;  point  critique 

mobile  x  =  —  -^ <?"''*•'»'  tend  vers  le  point  criticjuo  fixe  a,-  =  x  quand  )'„ 

tend  vers  zéro,  et  devient  indéterminé  pour  j„  =  yz. 

Toutes  les  branches  de  la  fonction  v  =  y  (.r„)  que  définit  (6)  corres- 
pondent aux  diverses  déterminations  de  la  même  intégrale  r(j;);  cette 
fonction  y  (y,,)  admet  les  points  v,,  =  o  et  r„  =  ce  comme  points  trans- 
cendants d'espèce  logarithmique. 

Cette  équation  va  nous  conduire  ;i  un  second  exemple  plus  frappant. 
Soient  20),  et  acu,  les  périodes  d'une  dilTérentielle  elliptique  de  pre- 
mière espèce  dont  le  module  est  X;  remplaçons,  dans  (G),  x  par  "'"  ..  • 
L'équation  ainsi  obtenue  jouit  d'une  pro[)riété  bien  curieuse  :  l'inté- 
grale y(X)  définie  par  les  conditions  initiales  X„,  v„  a  ses  points  cri- 
tiques fixes  (les  points  o,  i ,  x)  si  y^  appartient  à  une  certai/ie  région  D 
du  plan,  et  possède  un  point  critique  mobile  autour  dwjuel  deux  branches 
se  permutent  si\\,  est  pris  dans  le  reste  du  plan. 

La    fonction  /=  y  (X,  j,,,  X^)   a  une   infinité   de  déterminations 
permutables  dans  le  plan  jo>  et  parmi  ces  déterminations,  une  ou 
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deux  soulciiH'ul  (suivant  la  l'égioii  où  se  trouve  j'o)  représentent  une 
intégrale  y(-r)  don!    une  hranc.lie  prend  pour  Xg  la  valeur  Yo-  Les 
autres  déterminations  représentent  une  infinité  d'intégrales  distinctes. 

En   remplaçant   ,r   dans  (5)  par  '  '      —Tv^    '  •>"  o!)tiendrait  une 

équation  dont  l'intégrale  a  ses  points  ('riti(|ues  fixes  ou  acquiert  une 
infinité  de  déterminations  autour  des  |)oints  critiques  mobiles,  suivant 
que  )'o  ''^'  1"''^  dans  une  région  du  plan  ou  dans  l'autre. 

Enfin,  si  l'on  remplace,  dans  (5),  .r  parla  fonction  modulaire  9(X), 
on  obtient  une  é(|uation  dont  l'intégrale  t' -i  o(X,  }',,  Xj)  est  une 
fonction  de  X  uniforme  ou  à  deux  bi'anciies,  suivant  que  y„  est  choisi 
dans  une  région  ou  l'antie  liu  pian,  (l'est  là  un  exemple  qui  paraîtra, 
je  crois,  bien  remai'(|uabU'  ii  quiconque  prendra  la  peine  d'y  réfléchir  : 
a/ors  (]UL-  l'intcgrale  générale  y{\)  est  lutc  foiivlion  de  X  à  une  ou  à 
deux  déterniincilions,  cette  intégrale  est  une  fonction  analytique  de  la 
constante  y„  à  un  nombre  in  fi  in  de  branches  (  '  ). 

On  voit  (]nc  les  complications  les  plus  délicates  de  la  théorie  des 
fonctions  se  présentent,  des  le  pi'cmier  ordre,  dans  l'élude  des  équa- 
tions (lill'crcntiidles.  Une  prudence  minutieuse  est  nécessaire  dans 
toutes  les  (|ucstions  de  cette  nature,  où  la  vraisemblance  est  loin  d'êtres 
un  critérium  de  certitude.  C'est  la  raison  qui  m'a  fait  consacrer  aux 
fondions  analytiques  et  à  leurs  singularités  les  travaux  que  j'ai  ana- 
lysés dans  la  première  Partie. 

28.  Écjualions  dont  l'intégrale  générale  n  acquiert  que  n  détermina- 
tions autour  des  points  critiques  mobiles.  —  Un  cas  particulièrement 
inicrcssant  [  18,  21,  26,  63]  est  celui  où  l'intégrale  générale  n'acquiert 
([u'un  nombre  fini  /(  de  déterminations  autour  des  points  critiques 
mobiles,  .l'cntcnils  par  lit  (|u'une  branche  quelcotujiic  d'intégrales ^^(a?) 
n'est  permutable  autour  des  points  crili(|ues  mobiles  qu'avec  {n  —  i) 
autres  brandies  exactement.  Pour  certaines  intégrales  particulières,  ce 


(')  ('.('tic  iliTiiii'i-i;  siiigiihirilé  ne  peut  d'ailleurs  se  produire  ijuand  l'éciuation  (i)  est 
algéliriqiic  en  :r\  dans  ce  cas,  si  rintégralc  j(.r)  dc(i  )  est  une  fonction  de. c  à /«  branches 
nii  plus,  elle  a(i]incil  autour  des  points  critiiiucs  mobiles  un  nombre  déterminé  n  de 
Videurs  ( /;  /// ).  nondirc  (pu  ne  s'abaisse  que  [idur  l'cj-laines  intégrales  exce|)Iionnclles 
en  nombre//"///,  et  elle  dépend  alj^cbrUjiteiiivut  de  j  „. 
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Moiiihre  peut  s'aitaisser;  mais  je  suppose  expressémenl  que  ees  inté- 
grales sont  exceptionnelles  (  '),  autrement  dit,  (|ue  leur  ensemltle  est 
dènomhrahle. 

En  m'appuyant  sur  le  ihéori-me  II,  j'ai  montré  que  l'inléi^rale  géné- 
rale y  = '|(.r,  i-j,  a-„)  (l'une  telle  c(Hiation  est  néeessairement  une 
fonction  algébrique  <le  y\.  Inversement,  d'ailleurs,  si  y  est  une  fonc- 
tion algébrique  Aq  j\,  y{.v)  ne  peut  acquérir  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles  qu'un  nombre  fini  de  déterminations. 

En  m'appuyant  sur  ce  résultat  fimdarneiital,  j'ai  fait  voir  (|iie  rc(|iia- 
(ion  considérée  se  ranii'ue  algel»ri(piement  à  une  é([uatioii  \\  points 
critiques  fixes.  Précisons  le  mode  de  réduction  en  supposant,  pour 
simplitiei'  un  peu  les  énoncés.  (|ue  l'équation  diUéiH'ntielle  soit  algé- 
bri(|ue  en  x. 

L'intégrale  de  ré(|uation  (  i)  peut  s'écrire 

(7)  r«-HR„_,(;'.  ;,  x)  y"'K  .  .4-R,(;',  ;.  .r1j-h  15„(;',  c,.r)  =  o, 
avec 

(8)  {\{-J.z.  x-)=o, 

les  R  étant  rationnels  en  z  .  z.  algcl)ri(|ues  en  .r.  et  l'équation  du  |irc- 
niier  ordre  (8)  ayant  ses  points  critiques  fixe<. 

Les  théorèmes,  aujourd'liui  classiques,  de  M.  l'oincaré  sni'  les 
équations  à  points  criliijues  fixes  montrent,  d'autre  part,  que  l'eipia- 
lion  (8),  ou  l)ien  s'inti'gre  algébri(|uenient  [au([uel  cas  j(a)  est  algé- 
brique], ou  Itien  peut  recevoir  une  des  deux  foi'nies  suivantes  : 

(9)  '^,  =  rt  (.r  )  \  '(  1  —  z"-  )  (  1  —  k'-  z"-  )  on  ^  =«(j')---^+/H,r);~c(.r). 

L'é(juation  (i)  est  ainsi  ramenée  explicitement  aux  (|uadratnrcs  ou 
aux  équations  linéaii'cs  et  ne  saurait  deiiuir  des  transcendantes  nou- 
velles. 

29.   dette   conclusion   s'applicpie  en  particulier  aux   eciuations  (i) 

Cl  J'ccai-to  donc  les  éipialions  de  l'es|)éco  que  jiii  i-igiudée  tnul  <i  l'Iuniro,  dont  l'iiili'- 
gralc,  par  exemple,  est  tantôt  uniforme,  tantôt  à  deux  branches,  suivant  ([ue  y„  est  dans 
un  domaine  du  plan  ou  dans  un  autre. 

P.  7 
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iliiiif  riiili'^nilc  u.ci>rt(iU:  y(x)  n' ait  met  dans  toiil  le  plaît  (ji/'uii  niinilirc 
fini  {  soil  III  )  lie  hiiiiicliis  (  ' ').  Pdiif  (|iril  en  Sdit  ainsi,  il  t':nil  d'jiliofd 
(|iic  riiilri;i-:ilc  i;fiici-ali'  !rar(|iii(M-i'  (|ii('  //  valeurs  ( /;  m)  autour  ili's 
|>(iiiils  (•iili(|U('s  iiioIhIc^.  (li'tic  (■(Uidilioii  n'csl  siillisanle  (]iio  si  ré(]iia- 
lidu  (  S  )  siiil(':;ri'  aliicl)ri(|ucin('iil  :  dans  les  aiilrcs  cas,  des  ooiiditioiis 
traiisn-ndanlcs  soiil  nécessaires.  Si  re(|iiali(in  en  :  coineide  avec  la 
|ircniii're  é(|iiatinn  (  <)  )•  i'  ''"i'  M'"'  l'i'ileiirale  alndienne  \a(.r)iLv 
n'ai!  (]ne  deux  |ieri(ides:  si  re(|ualiiui  eu  -  csl  une  é(iuatii)u  de  Uiccali, 
il  l'aul  <|ue  son  inte^'rale  ;  (  .c  i  (  ou.  si  l'un  veut,  l'intégrale  de  re(|ua- 
lidu  lineaii'c  corTcspoudanle  )  suit  une  i'duction  \\  p  brandies,  condi- 
lidu  i|ui  ne  saurait,  en  général,  s'evprirner  algéhri([iieineiit. 

(In  vint  ressortir  la  enc(M-e  la  dillereiice  essentielle  (|ui  sépare  les 
iioiuls  crilii|ues  lixes  et  les  points  criU(|Ues  luiihiles.  Adnietlous,  par 
exemple,  ijuc  l'intei^rale  générale  >■  (  x  )  d'une  é(|uatiou  algehri(|ue  (  i  ) 
Sdit  une  Idui'lidu  ;i  deux  lirauclies.  Si  ces  deux  branches  v,  (r  ),  _v^(.z-) 
se  peiinuleni  auluiir  des  [iiiints  criti(|ues  mobiles,  les  expressions 
j  =  A, -f- >',.  //;=  V,  A_,  vérifient  respectivement  une  équation  dill'é- 
renticlle  a!iivbii(pie  dont  l'integi'ale  est  uniforme,  et  rei|uation  (i) 
>e  ranii'ue  algvhriijarini /il  ;i  cette  é(|uation.  Si.  au  conliaire,  les  points 
irili(|ues  de  v(.r)  sont  //./r.v.  les  mêmes  expressions  ;.  =  >',  4-  v^, 
// =  Vi,v.^  véritienl  encore  une  é(]uati(Ui  algel)i'i(|ue  en  z  .  z  (on  en 
u' ,  II)  il  intégrale  miiroriiie,  mais  où  .r  ligure  en  gênerai  d'une  i'acon 
Iranseendanlc  :  la  ronction  v  {  r  )  ne  s'exprime  plus  algehri(|ueuieiit  eu 
X,  z  (ou  en  x,  11  ). 

;>0.  l'iie  (|nes[ioii  se  posait  natiirelleiiKMit  :  K/a/U  donnée  une  e'f/iia- 
/iiiii  i  I  ),  corniiienl  reeonnailre  si  son  iiitèiirale  générale  n'aeipnert 
(pi un  noinhie  u  de  valeurs  autour  des  points  entiqi/es  mobiles  .' 

C'csl  celte  (|ueslioii  (jiii  m'a  conduit  ii  une  étude  approfondie  des 
translormatiims  siinpl'inent  nilioiimlles  des  conrlies  algel)rii|ues 
(roir  le  i^    17).   Si   l'on   exprime,   en  ell'et,  ;   et   z,   d'après  (7),   en 


(  '  )  l.'c'i|iuilinii  (I)  (■■laiil  sii|i|ios('e  iitf;rljri</ii<-  m  .r.  il  csl  liiisililf  do  poser  le  prulilcinc 
sous  colle  l'oriiK;  :  »  Dclcniiiiu-r  /es  cqiiiiliniis  i  1 1  iloiil  une  ii/lri^rotc  \  1  r  )  <jiicl<()iii/iif  est 
ifiif  foiictioii  h  III  liidiii lus  ,111  /ilii^.  n  I  (i:r  l,i  Ndlo  clo  ki  |i,i,i;o   iS. 
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y',  y,  X,  les  égalités 

z  =  r(y,  y,  .r),  ;'=  /■,  (  r'.  ,v,  .r) 

soii(  rationnelles  en  y',   y    (et  algéliii(|nes  en  x);  elles  (lélinissenl 

(pour   X   donné)    une    correspondance    lalionmdle  entre    les    deux 

eonrhes  algébriques  (r)  et  (8).  \ln  m'appuyanl  sur  les  j)i'opriéfés  de 
ces  correspondances,  j'ai  établi  ce  llieoriMne  <  '  )  : 

On  sait  reconnaître,  à  l  aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  algé- 
briques, sii  intégrale  générale  y  [X)  d'une  équation  différentielle  (al<^é- 
lirique)  du  premier  ordre  n'uc<juiert  qu'un  noinhre  donm.  n  de  râleurs 
autour  des  points  critiques  mobiles. 

Quand  il  en  est  ainsi,  un  n(UMl)re  //V//(ro|)érati(ins  algchri([ues  |)ernict 
d'intégrer  l'équation  ou  de  la  riimener  à  une  des  équations  (  q  ). 

Mais  est-il  possible  de  traiter  le  même  problème  sans  se  donner 
l'entier  n?  Les  tentatives  faites  sur  les  équations  F(v  ,  1-  )  =  o  (jui  ne 
renferment  pas  .r  explicitement  ne  donnaient  guère  lieu  de  l'espcrer. 
Comme  ces  équations  ne  possèdent  |)as  de  points  critiques  lixes.  la 
question  est  de  décider  si  leur  intégrale  y(x)  est  une  foiic(i(in  ii  un 
nombre  fini  de  brandies;  elle  se  traite  bien  aisément  ilans  riivpotbi'sc 
oii^'l-îO  est  algébrique;  dans  Fbypotbèse  où  v(r)  est  transcendanl, 
elle  revient  à  reconnaître  si  une  certaine  différentielle  ;ibélienne  n";) 
(ju'une  ou  deux  périodes.  Ce  problème  (en  dépit  des  reclierclies  pio- 
fondes  d'Abel,  de  Teliebyclielf,  de  Zololarcf,  d'ilalplien,  e|  de  t;inl 
d'autres)  n'a  été  résolu  jusqu'ici  (jiie  dans  des  cas  tivs  |iarlieuliers, 
(jui  exigent  des  rocberclies  de  liante  Arilliméli(|ue.  Il  ctail  bien  vrai- 
semblable que  les  équations  où  x  tigure  présenteraient  des  comjdi- 
cations  plus  grandes  encore.  .l'ai  pu  cependant  |2."{,  2i.  ();>]  arriver 
au  résultat  suivant  : 


(')  La  iiuHliode  perinel  également  [26,  (i3.  o9]  de  former  ej/iliciirment  loulcs  les 
é(iuali()iis  (i)  de  degré  donné  eu  j',  y,  dont  l'intégrale  acquiert  un  nombre  donné  »  de 
valeurs  autour  des  points  oriliques  mobiles.  Une  circonstance  remarquable,  c'est  que  le 
nombre  des  fonctions  arbitraires  de  .r  que  renferment  les  équationi?  clierclices  est  indé- 
pendant de  n.  tandis  i\\w  le  nombre  des  constantes  arbitraires  croit  avec  «.  .rai  traité  [.'^i9| 
le  problème  dans  tous  ses  détails  pour  les  éipiations  du  premier  degré  en  _)-':  M.  A.  Caiien 
l'a  traité  ensuite  pour  les  équations  du  deuxième  degré  (Paris,  Thèse;  1899  i. 


Etd/il  (loniKT  Il/Il'  ('(jutUmii  lUl/crcniicllr  ali^vln-ujuc  iln  prcDucr  ordre, 
on  seul,  à  Idiilc  if  un  nombre  fini  d' o[)é  râlions  algébriques,  reeoniidilre 
SI  son  uilc'j^Kile  t;è 1 1 é lale  est  une  fonehon  Tr,.\NsrF..M).\.NTF.  qui  tiaeijuierl 
(jii  un  nombre  /imt/('  {\()S  Iidnm:  )  de  rubiirs  (lutoiir  des  points  erjiijues 
nndnles,  ou  bwn  ramener  I' (-(juation  <i  uiw  (juadralure . 

Dan -^  ce  ilcriiicr  cas,  la  ([iiailraliirc  (|iii  drliiiit  l'inlrgrale  L'>t  une 
(liiadi'aliirc  de  (lillerciiliclle  totale  (  alL;(''l)ii(|ii('  ),  soit 

(lo)  ^  l'('-.  ,r)^''''  +  0('-. .'■)'/>•  =  (■(m^l. 

l'otir  (|iic  r('(|iiation  soit  vraiment  (le  l'espèee  coiisiilérée,  il  laul  et  il 
siiflil  (|ne  (  pour  .r„  ([uelcun(|ue  )  rinlei;rale  \(  /  )  de  l'eiiualion 

r^_  I 

'Il   "  <J('o.j) 

n'ait  ([n'un  nombre  limité  de  Itranciies,  en  sorte  que  la  question  posée 
serait  compll'lement  résolue  si  elle  l'était  dans  ce  cas  particulier  oii 
l'équation  ne  renl'ei'me  pas. r  explicitement.  Ce  dernier  cas,  au  lieu  d'élre 
plus  simple  (|iie  le  cas  i;eneral,  est  en  réalité  un  cas  sin;j;ulier  (]iii  met 
en  (lel'ant  les  méthodes  du  eontina  et  exii^c  l'emploi  des  méthodes 
propres  au  diseonii/iu. 

Je  me  suis  proposé  également  de  rcon/Hittrc  si  Id nié grale  générale 
d'une  équatu)n  différentielle  algébrique  du  premier  ordre  est  une  transcen- 
dante à  un  nombre  fini  {non  donné)  de  branches.  La  réponse  est  la 
suivante:  «  On  sait  résoudre  la  question  algéhriqnement  ou  ramener 
re(|uati(Ui  soit  à  une  ([uadrature  (  lo),  soit  à  une  é(|nation  de  IJiccali  ». 
La  questnin  serait  résolue  dans  tous  les  eus  si  elle  l'était  pour  les  équations 
oit  .V  ne  figure  pas  <t  pour  les  équations  de  Iliceati. 

-"51.  Equations  inlégrables  algébriijueinenl.  —  Les  àv\\\  derniei's 
énoncés  écartent  l'hypothèse  où  .v(.r)  serait  al£;éhri(|ue.  Néanmoins 
les  méthodes  (]ue  j'emploie  entrainent  d'importantes  consé(|uences 
sur  les  e(|uarions  (  i  )  intégrables  algébriipiemcnt . 

Tout  d'ahord,  elles  suffisent  it  reconnaili'e  si  l'intégrale  est  une 
fonciion  ali;ehri(]ue  ii  un  nombre  donné /(de  l)ranches. 

S':!  s"ai:il  de  traiter  le  même  |>r()l)l('me  sans  aucune  donnée,   voiti 
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lirii'venu'iit  U'S  résultats  (juc  j'ai  obtciins  |  17,  '20,  '20,  ()•>  ]  ;  l.a  ihéoiif 
lies  li'ansforniatioiis  latioiinclles  dos  courbes  periiiut  soi!  de  recoii- 
naitro  qur  ré(]nali(tn  est  iuli'iii'alilf  ali^nMiriquonienl.  soit  de  l'iiiléiircr 
par  une  quadrature  (  lo).  soit  enliii  d'allirnuT  (|u'uiu'  inté^i'âlc  (|uid- 
rouque  v(  .r  ),  si  elle  est  algébri(|ue,  se  laisse  detinii'  par  rinterseclioii 
complète  de  la  surface  F(  v',j,  .r)  =  o  avec  une  surface  du  faisceau 

(lii  z  est  rationnel  en  v',  v.  x. 

Pour  élucider  ce  dernier  cas,  j'ai  établi  une  IVirfiinle  tiès  simple 
i|ui  donne  le  degi'é  <!es  courijes  intégrales  en  fond  ion  iln  degré  de  I', 
du  degré  de  l'intégrale  sint^iilicre  et  du  uombre  de  valeurs  reniai- 
ijuahles  de  la  constante  (valeurs  de  C  pour  lesquelles  l'intersection 
(le  F  =  o  et  de  p  =  C  comprend  une  courbe  multiple  ).  Cotte  formule 
généralise  une  formule  bien  connue  de  M.  Darboux  relative  aux  équa- 
tions du  premier  degré.  Jointe  aux  l'olations  ([ue  rétjuation  dill'eren- 
tiolle  entraine  entre  le  degré,  la  classe,  le  genre,  les  intersection^, 
les  singularités  dos  cnurlios  intégrales,  elle  limite  dans  des  cas  tiés 
étendus,  mais  non  dans  tous  les  eas,  le  degré  de  l'intégrale  sup()osé<' 
algébrique.  Ces  travaux  sont  en  contact  avec  des  travaux  de  .M.  H. 
Poincaré  et  de  M.  Autonne.  Je  crois  avoir  donné  les  premiers  exemples 
de  limitation  du  degré  de  l'intégrale  par  des  considérations  do  Géomé- 
trie énumérative  :  comme  ty|to  de  tels  exemples,  je  citerai  les  é([na- 
tions  du  premier  degré  dont  tous  les  n(euds  sont  dicriti(|ues  (  '  )  e-t  fn 
nombre  inférieur  à  9. 

La  métliode  permet  aussi  |  13,  2(jJ.  dans  certains  cas.  de  trouver  les 
intégrales  algébriques  particulières,  notamment  l(jii/<-s  les  i/iiègrales 
ralinn/ielles  d' une  é<iualit)n  il  11  premier  dcgiè. 

Théorie  analytique  des  équations  différentielles  d'ordre  supérieur. 

',V1.  Sin^nlariU's  des  s'\s/èmes  di(f'crentiels  algèhrif/ues.  —  Los  résul- 
tats que  j'ai  obtenus  [3(5,  .'{7,  G3  j  sui'  les  singularités  des  o(|uations 


(')  Un  nœuii  esl  (iicrili(|iic  i|iuiihI  il  110  [insse  |i;is  i)ai'  ce  nn'iid  une  iiil'iiiilo  de  coiirlios 
iiilésrales  tangentes  eiUi'c  elles. 
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(lidYTciiliclIc^  ciiilM'assfiil  l()ii>.  les  >ysl(MiH's  (liUÏTcnticIs  ;ili^rliri(|iic> 
(il  une  ou  [iliisirurs  viiriiililcs  iii(lc|ii'n(l;iiilcs)  dont  rinl(''ij;r;ii('  géiUTiilc 
ne  dépend  (|m'  d'un  noniluc  /////de  consnintes.  Ils  s"aii|di(|n('nt  même 
aux  svsti'mes  (u'i  les  \ariahlc's  indc|ieudanles  ligurent  non  pas  algé- 
l)ri(|ueuuMi(,  mais  sous  lorme  analvluiue.  Pour  en  donner  un  apereu, 
je  me  limileiai  ici  aux  svsll'mes 

rl.r  riv  dz 


(s^: 


.\(.r,  r,  ;)        \[.r,Y.  r)        Z(.r,  j.  z) 


(III  X,  Y,  Z  sont  des  polynômes  en  .r.  y.  z  (  [U'emiers  eiilre  eux): 
.r  désigne  la  variable  indépendante,  vel  r  les  i'niietions.  Je  supposerai 
(ju'ou  a  ell'eeliie  au  |uéalalde  sur  )■  cl  r  la  transformation  liomogra- 
pliique  (  il  deux  \arial)les  )  la  plus  générale. 

Poursuivons  l'élude  d'une  inli'grale  v(.t),  o(,f  )  le  long  d'un  ecr- 
lain  <diemin  L  du  plan  des  .r,  et  s(jil  a  le  premier  |)oint  singulier  trans- 
cendant (|u'on  r<'nc<uilre.  (ie  point  peut  être,  ou  point  transccndaiil 
ordinaire  de  y(  r  )  cl  de  :■(  .v  ),  ou  point  cssenlicl  (voir  le  §  7)  de  l'une 
au  moins  des  lomiions  r(  a- ).  :;(().  Dans  le  premier  cas,  j(.t)  et  :-(.i') 
pi'ennent  des  valeurs  dctermiiiees  (  tinies  ou  non )  pour  ,r  =  a:  (jiiand 
ees  valeurs  soni  linies.  N,  Y  et  Z  s'aniiiilenl  [lour  a'  =  r/.  j'  =  />,  ;-=/■. 

Si  diliicile  cl  si  ineompli'le  ijiie  soit  cnc(U'e  l'élude  d'une  intt'grale 
y{x),  :-(,r)  dans  le  voisinai;!'  d'un  point  Iranscenilant  ordinaire, 
les  eomplieations  semhlent  bien  plus  profondes  encore  quand  le  point 
singulier  est  essentiel.  (]onimenl  s'atla(|U(!r,  dans  le  domaine  d'un 
point, r  — a,  b.  une  intégi'aie  v(.r  ),  z{x)  (|ui  devient  indétcn/n/irc  en 
ce  point  ?  Comment  même  décider  si  de  telles  intégrales  existent  ou 
non?  fjcs  metlioiles  elassi([ucs,  dérivées  de  la  doctrine  de  Caucliy,,  n'in- 
<li(|uaient  aucune  voie  pour  aborder  ces  probli'incs.  D'autre  part,  les 
exem|des  les  plus  simples  d'e(|iialioiis  dillcrenliclles  du  second  ordre 
présentaient  des  |)oints  essentiels  mobiles.  Il  semblait  donc  ii  la  fois  bien 
dillicilc  et  bien  impoiianl<le  découvrir  des  classes  étendues  d'équalions 
dill'érentielles  d'ordre  supérieur  dépourvues  de  hdles  singiilai'ilcs. 

Eu  approfondissant  celle  (|uestion,  je  suis  arrive  ii  un  résultat  iiial- 
tendu(')  :  c'est  (\\\'i///  sys/r/nc  </iJ/crc/i/ic/  (^ )  (et    la   cliose   est   vi'aie 


('  )  f'oir  riiUrodiieliiDi,  p.  0. 


pour  un  sysli'UR'  (lillcrriilii'l  ali;('liri(|iic  (Tordre  (]U«'lcon(|U('  )  n'adiiie 
pas  en  général  (le  sinp;iilarilrs  csscntieltes  mobiles.  Pour  que  ilo  telles 
>ingiil;ii'ités  existent,  il  liiut  (jiie  certaines  eouditions  exceptionnelles 
soient  remplies,  sur  les(|nelles  j"insist(>rai   un  instant. 

•V-].  .l'emploierai,  pour  plus  de  clarté,  le  langai^c  L;i'()mclri(|tu'  :  je 
considérerai  .r.  y,  z  comme  les  co<»rdonnées  complexes  d'un  point 
(le  l'espace:  une  intei^rale  v(  a*  ),  z(.r)  de  (S)  représentera  une  cour'he 
gauche  qui  sera  dite  coiiihc  intégrale.  Cette  terminoloitie  adoptée,  li'ois 
cas  sont  à  distinptuer  dans  l'étude  du  systétue  S  : 

Premier  cas  (cas  général).  —  Ij's  trois  surtaces  X  =  u,  ^  =  o, 
Z  ^  ((  se  coupent  en  un  nond)re  tini  de  points. 

Les  tliéoiémes  I  et  II  énoncés  pour  les  e(|uations  du  premier  oi'dre 
(voirh'  §23»  et  toutes  leui's  consé(|neuçes  s'appli(|uent  sans  uiodi- 
Hcalion  au  svstèuie  (S)  :  en  dehors  d'un  nomhi'ê  iini  de  |)oiuls 
fixes  .1-  =  H  (qui  se  déterminent  alii;él)ri(]iu'ment  sur  le  système),  les 
intégrales  _v(.r' ),  z(.r)  de  (S)  ne  pi'ésenteut  (jue  des  points  singu- 
liers algébriques.  Si  un  point  .z-  =  \  est  un  point  essentiel  d'uin-  inté- 
grale, ç  est  un  zéro  de  \.  ([uels  que  soient  y  et  c. 

La  valeur  (  en  un  point  ,?■  (|uelcoiH|ne  )  de  l'intégrale 

définie  par  les  conditions  initiales  .r^.  v„.  r„.  est  nue  fonction  algé- 
liroide  de  v„,  z^  |)Our  !•„=  h,  r„  =  c  ( 'piels  que  soient  h  et  c).  L'em- 
ploi de  ce  dernier  llieori'me  exiu'('  les  mêmes  précautions  (|ue  pour 
les  équations  du  pi'cmier  ordre  (  §  '2(S  ). 

Deuxième,  cas.  —  Les  suifaces  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  ont  une  ligne 
commune,  mais  il  n'existe  pas  de  famille  de  courhes  intégrales  planes 
et  situées  dans  une  iamille  de  plans  .1=  const. 

Les  intégrales  v(j:-),  z(a-)  admettent  alors  (en  génei'al  )  des  points 
singuliers  transcendants  mobiles,  mais  ces  points  ne  sauraient  être 
essentiels.  Lue  proposition  analogue  s"appli(]ue  aux  hranclies  de 
fonctions  v(.r),  ;(,r)  regardées  comme  fondions  des  constantes  v,,,  -„. 

Troisième  eus.  —  Il  existe  une  famille  de  courhes  intégrales  situées 
dans  une  famille  de  plans  x  =  x„  (au(|uel  cas  les  trois  surfaces  X  =  o, 
Y  =  o,  Z  =  o  ont  toujours  une  courbe  coninuinej). 


—    .'Ki    — 

(ii'Kc  (■(imliliiMi  rsl  /irccssiiire  \\nuv  (\uc  les  iiil(\i^r';iles  |irrs('iil('ii(  les 
sini^Hilarilés  cssciilicllcs  iii(il)ilcs,  niiiis  dit'  iiVsl  piis  sullis;inlc.  Il  faut 
encore  (lue  celle  conilitimi  >(ul  rein|)lie  inlrinscqticment  :  j'eiilends  par 
lii  (|ira|>ri's  une  tran-slorinalion  (|uelcon(|ue 

.r  =  A' (■'■..'•. -).         z.--=h{,v,yz.), 

où  i,'- et  II  sont  ali;éi)ri(]ues  en  1',  z.  anal}ii(|iies  en  .r.  le  nouveau  sys- 
li'ine  dillerenliel  doil  salisl'aire  ii  la  nn''nie  eundilion. 

Lors  même  (pic  la  condition  est  r'cniplie  i/i/ri/isr/fucf/ient,  il  peut  ne 
pas  exister  de  sin^^nilarités  essentielles  mobiles. 

'.\'i.  Af>f>/ica/i(>/is  t/i s  rrsiilhits  pncèdcnls.  —  (les  théoièmes  enirainent 
(Timporlantes  eonsé(iuences  dans  la  théorie  i^èncrale  des  ei|uatioiis 
diUcrcntielles;  je  eitciai  notamment  celle-ci  : 

Moyriiintiil  un  c/Kiri^i'mrnt  de  rciiuihlcs  /  =  .x'  -h  av  -i-  /'z.  les  i/ilc- 
iirnles  y(t).  z{/)  dit  /loiircmi  sy.s/('nir  dilfércnliel  n'ont  plus  de  si/t- 
^u/iin'lcs  csscnlii'llcs  nvdulrs.  Aulicmc/it  dit.  les  sin^i/lartlcs  esstnlielles 
disparaissciil  ijuand  on  laiipoiie  les  coiirltes  i/Uégrales  à  des  axes  quel- 
conques. Maison  ne  peut  employer  ce  clidngemrnt  de  variables  dans  les 
ques/ions  où  la  variable  in<l('jiendanlc  est  donnée. 

J'ai  déjà  signale,  d'aulri'  paît  (  ^  7  ).  une  propriété  des  équations  du 
second  ordre  (jni  est  nue  con^e(]uence  des  généralités  précédentes  : 
«  L'intégrale  v(.r)  d'une  é(|uation  dilïï'rentielle  algébri(jue  du 
deuxième  oi'di'c  ne  peut  |trésenler  de  points  essentiels  d'indétermi- 
nation inconipli'te,  en  d(diois  d'un  nomlire  tini  de  [loints  fixes  dont  les 
allixes  se  calculent  algél)ri(|ueinent  sur  re(|uation  même  ».  Quand 
l'éi|iiation  est  du  troisii'inc  ordre,  S(ni  inlci;i'alc  peut  admettre  des 
points  moliilc^  d'indeterminalion  incomplète. 

On  trouvera  cnlin  dans  un  antre  Cliapitrc  (  §  .")(i  )  une  application  des 
mêmes  tlicori'ines  au  domaine  réel.  .l'en  indi(|ucrai  dès  maintenant 
une  conse(|uciice  tri's  remar(|iialile  :  Ktaiit  donne  un  système  dill'crcu- 
li(d  algél)ri(|iic  d'ordre  /;,  soit  (S),  on  sait  lui  siilislitiier  algclii'i(|ue- 
nienl  un  svsti'ine  ré(d  d'ordre  (-m  +  i  ).  soit  (  S'),  dont  les  coerticicnts 
difréreuti(ds  sont  ralioniuds,  et  dont  les  intéf^rales  ne  présentent  pas 
(dans  le  champ  réel)  de  singularités  essentielles  mobiles  :  l'étude  des  sin- 
gularités mobiles  (transeeiidantes  ou  essentielles)   de  (S)   est   ramenée 


—    o/    — 
(dgchnqucmcnl  à  l'vliulc  dis  iii  le  craies  réelles  du  système  (S)  défunes 
par  des  ce)ndilions  iniliates  (m'i  donnent  aux  coefficients  dijférenticls  la 

r  c 

/orme  -  • 

o 

AJais  mon  principal  objet  en  poursuivant  ces  recherches  était  l'étude 
(les  équations  différenfielles  dont  l'intégrale  est  i/niforme  oa  /t'a  qu'an 
nombre  fini  de  branclws. 

J'ai  donc  commencé  par  com|)lel('r  les  généralités  précédentes  rela- 
tives aux  singularités  essentielles  en  ajoutant  à  la  condition  énoncée 
tout  à  l'heure  dans  le  troisième  cas  une  condition  uouvelle,  condition 
nécessaire  pour  c/u'il  existe  des  singularités  essentielles  mobiles  dans  le 
voisinage dese/uelles  l'intégrale  y{x),  :-{x)  soit  unifonne ou  à  n  branches. 

Nous  savons  déjà  qu'il  doit  exister  une  famille  de  courbes  intégrales 
situées  dans  des  plans  :c  =  const.  Soit  (^{x,y,z)=^o  la  surface 
qu'elles  engendrent  (Q  est  en  facteur  dans  X).  La  nouvelle  condition 
est  la  suivante  :  apri'S  la  transfoi'malion 

(T)  r,=Q(.r,y,z),         ;=', 

le  nouveau  système  dillérenliel  i-nr.  r,,  '^  doit  admedre  comme  conihes 
intégrales  les  droites  .r  =  const.,  '1  =  d. 

Il  faut  que  ces  deux  conditions  soient  remplies  (et  remplies  intrinsè- 
quement) pour  que  l'intégrale  y  {x),  z{x)  puisse  présenter,  dans  un  do- 
maine D  oiï  elle  n  'acquiert  qu  un  nombre  Jini  de  branches,  des  singularités 
mobiles  non  algébriques.  Toutefois,  si,  après  la  transformation  (T),  le 
système  est  de  la  (orme 

£='•■"•■■'■>■    Ê='^'---"' 

il  |)eut  exister  des  points  essenliels  (mobiles)  proprement  dits,  bien 
que  la  première  condition  seule  soit  remplie  :  mais  c'est  là  un  cas  de 
réduction,  où  le  systi'me  équivaut  ;i  deux  équations  successives  du 
deuxième  ordre. 

Au  lieu  d'un  système  (S),  considérons  une  équation  dillérenlielle 
algebii([ue  du  denxii'Uie  ordre,  soit 

(E)  \-{j\y',y,x)=o, 

P.  8 


dans  lM(|n('lli' j'adiiicls  ([n'on  ail  eiïecUié  sur  v  la  Iraiisforinalioi)  liomo- 
i,'ra|)lii(|ii('  la  plus  générale.  Pour  que,  dans  un  domaine  où  elle  n'admel 
que  n  déicrmi  nations.  Vinlèy^rale  y(.r')  soit  a  (ferlée  de  sin  popularités  trans- 
eendanles  mobiles,  il  faut  :  i"  que  la  f)netio/i  alp(-hriquey"^  r'C,^'  '  .>'•  ■^')^ 
considérée  eonimc  fonctuin  de  y,  ail  au  moins  un  j)oint  sin:^^ulirr  y  =z  gÇj-'^ 
indépendant  de    y':  2"  (jue.  pour  y'  ^^  yz,  une   au   moins  des   branches 

de  -,.;  tende  vers  une  râleur  finie  ou  nulle.  Il  l'anl,  de  [dus,  que  ces  deux 

conditions  soient  remplies  intrinsèquement  :  j'entends  (ju'après  une 
Iransforniation  ((uelconque  •/]  =^  g(y',  y,.r),  où  ^  est  algébrique  en  y',  y 
et  aual\li(|ue  en  .r,  ré(]uation  eu  r^  doit  satisfaire  aux  mètnes  conditions. 
Je  conviens  de  dire  ([uc  les  é(|nations  (E)  qui  répondent  à  cette 
ilonhle  c(tndilion  forment  la  classe  .v//?^////(:vy' des  é(|uations  du  second 
ordre;  les  autres  é(|uations  forment  la  classe  générale.  Les  systi'mes 
diU'erenliels  algélti'iqiies  d'ordi'c  <iii(dconque  compoi'tent  une  division 
analiigue. 

Équations  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction  uniforme 
ou  à  /i  branches. 

;5.').  Comme  je  l'ai  indi(|ué  dans  rintroduiiion,  la  reclierclie  des  trans- 
cendantes uniformes  détinies  par  les  équations  différentielles  algé- 
lu'ii|nes  est  un  prol)lème  qui  se  trouve  posé  en  fait  depuis  les  travaux 
d'AIxd  et  de  Jacohi  sur  l'éciuatiiui 

g;y-(.->-^)(.-^v'>. 

C'est  l'étude  de  cette  équation  (|ni  a  engendré  la  théorie  des  fonctions 
(dlipti(|ues  et,  par  extension,  celle  des  fonctions  uniformes.  Cette  der- 
nii'ie  théorie  une  fois  fondée,  il  s'agissait  moins  de  construire  artifi- 
cielleniont  des  transcenilautes  nouvelles,  (]Ue  de  découvrir,  parmi 
toutes  les  transcendantes  uniformes,  celles  (]ui  peuvent  servir  h 
intégrer  les  équations  dillerentielles.  La  foncliou  e.i-pone/itielle,  les 
fonctions  elliptiques  étaient  les  premiers  ty|)es  de  telles  fonctions  :  on 
ne  tarda  pas  à  en  découvrir  d'autres,  à  savoir  les  fonctions  ahéliennes. 
puis  les  intégrales  uniformes  des  équations  difTérentielles  linéaires: 
enfin,  les  fonctions /Mc/i.v:cn«c5  ou  automorphes,  hyperfuclisiennes,  etc. 


~  .ï!) 
.Mais  I'i'UkU'  ik'  res  nouvelles  Ininseondaiilcs,  si  iiii|)oi'lanl('  (|nVlli; 
(ût,  ne  permetlait  en   aneune    inanii're  d'éiniiseï'  le  prutlili'ine  <{iii  se 
posait  dès  lors  naturellenieni  : 

Déterminer  Inities  les  éqmi/io/is  </ï//érerilie//es  algébriques  dit  premier 
ardre,  puis  du  seeond  ordre,  puis  du  troisième  ardre,  ete..  dont  l' intégrale 
générale  est  uniforme. 

Loi'S(|u"oii  approfondit  ce  proldèiiie,  la  diirerencc  de  naliiie  entre  les 
[loints  criti(|ues  fixes  et  les  points  eritiqnes  mobiles  apparaît  di's  le  pre- 
mier ordre  (§§  26  et  29).  Ponr  expi'imer  (|ue  l'intéi^'rale  d'une  e(]nation 
dilTérentielle  est  unifoi'me,  il  faut  expiimer  d'abord  (|n'elle  n'a  pas  de 
points  critiques  mobiles;  ensuite,  qu'elle  n'a  pas  de  points  criti(|nes 
fixes.  La  classe  des  équations  à  points  critiques  Ji.res  se  présente  iii 
d'elle-même  :  on  sait  d'ailleurs  l'importance  intrinsè(|ue  de  ces  équa- 
tions, importance  qui  résulte  de  leur  parenté  avec  les  é(iiiations 
linéaires. 

Enfin,  en  même  temps  que  les  équations  à  intégrale  uniforme,  il  est 
naturel  de  considérer  les  équations  dont  l'intégrale  i;eiiéiale  est  une 
fonction  à  un  nombre  fini  de  brane/ies.  L'étudr  de  ces  équations  fait 
intervenir,  comme  équations  intermédiaires  bien  remarquai»les  par 
elles-mêmes,  les  équations  dont  l'intégrale  générale  n'acquiert  que  n 
valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles  (roir  le  §  '2H). 

;i6.  Les  équations  du  premier  ordre  qui  rentrent  dans  une  de  ces 
catégories  se  ramènent,  nous  l'avons  vu,  aux  équations  linéaires  ou  aux 
quadratures.  Pour  définir  des  transcendantes  uniformes  vraiment  nou- 
velles, il  faut  donc  que  l'équation  soit  au  moins  du  second  ordre. 

Quand  une  équation 
(E)  F(y".y.y,-i-)=o 

a  ses  points  critiques  fixes,  l'intégrale  v  =  s  .j-.  \„.  )„,  .v„,  i-o).  detinie 
par  les  conditions  initiales  v,',.  v,',,  v„.  .j„,  est  une  fonction  uni/orme 
des  trois  (juantités  v",,  r[,.  ,y„  liées  par  la  relation  algébrique 

(Ec)  V{.yl,Y'„,y,,T„)  =  o. 

iMais  il  apparaît,  sur  les  exemples  les  plus  simples  (^2i).  que  j  peut 


(■tic  une  lonclioii  soit  r\ilioiuulle.  >()it  IransccniUiiilc  ilt' 'V'î,,  j'|,,  }•„;  (l;iii> 
vi'  dernier  cas,  ■»'(  t- )  peut  ou  non  iirésenter  dans  le  plan  des  v  des  sin- 
i^ularités  /ransre/n/afi/cs  mohilen. 

Quand  v  dépend  raliiumellenienl  de  y"„-  y\,,  .v„,  les  relalions  (jui 
(pour  r  et  .r„  domn's)  existent  entre  (r",  v.  v)  d'une  part,  el 
(  v^î .)',',,  r„  )  d'autre  par't,  détinisseni  une  eori'esitonilance  hindionncllc 
entre  les  surfaces  (K)  et  (E,,).  La  inéine  corrcspondanec  est  biiiiti- 
fovrnc  si  >'  est  une  fonction  transcendante  de  ri,,  r^,,.)'„.  C'est  pour(|uoi 
j'ai  dû  approfondir  la  tliéorie  des  tran\fonnations  biuiu  formes  dis  sur- 
faces algébriques  (  roir  ^  21  ). 

De  même,  (|uand  l'intégrale  générale  d'une  éiiualion  (E)  u"ae(|uierl 
(|ue  n  déterminations  autour  des  points  erili(|ues  mobiles,  son  inte- 
i^rale  se  laisse  mettre  [."l'i,  (J3  J  sous  la  forme 

(  I  )    y"  +  i5„-i(',  jû..r'u..yo."''u).r"^'  +  -  •  •  +  "u (■'■•.>•;',.,>■;,., ''o.  ■'■o)  =  ». 
1111  les  15  sont  des  fonctions  de   r  à  points  critiques  tixes  et  ^\^'■f:  fonc- 
lions  uniformes  '  1 1\}'", .  „vi,  •  v„ ,  qui  pcuventètre  rationnelles  ou  transcen- 
ilaiites  ;  dans  ce  dernier  cas,  y(  x)  peut  présenter  des  singularités  essen- 
tielles mohiles. 

.'57.  Kijualions  dont  l'intégrale  csl  une  fonction  algébrique  des  con- 
stantes. —  Si,  dans  (i),  les  U,  sont  rationnels  t-n  r|,,  .r„,  ^■»'„,  j'ai 
montré  [15,  21,  2:5,  ."J."),  G;)|  <|u'il  est  loisible  de  donner  it  l'intégrale  la 
forme  suivante  : 

(2)  y"  +  P'/-l(""'  "';  ".  •'■)  >■""'  +•••+  p,i  (""."'.  ".  -v)  =  <1, 

avec 

(!)  (il  //",  II',  II,  .1:)  ^  o; 

re(|uation  (3)  a  ses  points  criti(|ues  fixes,  et  les  p  sont  rationnels  en 
//",  lé,  u  et  algébriques  en  x  (').  De  plus  (pour  x  donné)  u,  a'  et  u' 
s'expriment  rationnellement  en /,>''.>'"  ot  ces  expressions  délinissent 
une  correspondance  rationnelle  entre  les  surfaces  (E)  et  (3  ). 

I  '  j  Quand  rmléurale  est  une  fonolioii  triinscenilaiitc  de-;  cmslaïUes.  elle  nudiiun  [uis. 
en  i;éiiéral,  une  telle  représcnUUion:   chaque  coollicienl  K  (.r,  >;;,  >-ô,  jo, -''o)  de  l'éqna- 

lion  (  I)  vérifie  une  éqnalion  dilTércntielle  -r-,  =  •'(  "r  '  '^  ■'■  )  Lranscondante  en  .r.  H.  -7-  • 
'  (le-  \<tx  ;  III 


^  Gl  — 

Inversement,  si  l'intéi^i'ale  j'(  .r  )  d'une  éqnalion  (E)  esl  une  l'onc- 
tion algél)i'i(|ue  (les  constantes,  elle  peut  recevoir  la  l'orme  (•'.),  (3), 
on  //  est  un  certain  entier,  et  elle  n'acquiert  autour  des  points  cri- 
ti(|nes  mobiles  ipie  n  déterminatiinis. 

Les  transformations  rationnelles  tics  surfaces  joneni  ici  le  nn'Mne 
rôle  que  les  transformations  rationnelles  des  courbes  pour  les  équa- 
tions du  premier  ordre  {voir^  .'?()). 

C'est  la  théorie  de  ces  transformations  (ro//les  ^J-  IS  et  lU)  ([ui  m'a 
permis  d'élucider  à  fond  la  nalni'e  de  l'intégrale  v(.r  )  d'une  é(iua- 
tion  (Ej  quand  cette  intégrale  n'iifcnnc-  algebrif/iicfnc/il  les  deux  con- 
sl ailles  d'intégration  { '  ).  J'ai  montre  que  quatre  ras  f,on[  alors  possible-^  : 

i"  Ou  bien  r(it;)  est  algébrique; 

2°  Ou  bien  v(r)  s'exprime  algé!)ri(jiiement  ;i  l'aide  de  x  et  de  deux 
fonctions  hyperel!ipti({ues  ■}(//,  e  ).  y  (  u,  ej,  où  les  deux  ai'guments  sont 
deux' intégrales  abéliennes  en  x; 

3°  Ou  bien  J'(r)  s'ex[)rime  algébriquement  en  x.  ii,  v.  les  fonctions 
ii(x'),  ('(.r)  vérifiant  respectivement  une  des  équations  suivantes  : 

du  ,  ,  '/"  ,  ,      ,     ■ TV:^ rr, —  :,-. 

-—  =:—  ii--t- riii-,  .r)  on  -j-  =  i/(  r)\(i  —  M-)(  I  — ''■"""). 

dx  dr 

d.-  ,  ,  f/c 


,-     —       .      .c(x)  on  --  =c(.'-)v  (i  —  c-)(i  —  X-C-) 

dx  u.v 

{b,  c  fonctions  algébri(|ucs  de  x;  a  fonction  algébri(|ue  de  f,  r;  /(■  et  /. 
constantes  numériques); 

4°  Ou  bien  j(.x)  s'exprime  algébriquement  en  {x,ti,u'),  wdésignani 

la  dérivée  logarithmique  f  de  l'intégrale  :  d'une  équation  linéaire  homo- 

tiène  du  troisième  ordre 

;'"+  a{.i  )r.'+  b(x)z  =  o         {a,  I)  aigcbriqnes  en  f). 

L'équation  (E"),  dans  ces  quatre  cas,  se  ramène  aux  équations  lur'aires 
ou  aux  qualratiires.  et  son  intéi;ralr  est  une  combinaison  explicite  de 
transcendantes  connues. 


(')  M.  Picard  avail  déjà  résolu  la  question  quand  l'ml.égralu  ronfeniie  ralionncUenieiU 
r"o,j'o,Xo,  et  quand,  en  outre,  la  surface  F(  )"..) ',,r.  x)  =  o  est  de  genres  >  i,  ou  pos- 
sède deux  différentielles  totales  de  première  espèce. 
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I,;i  iih'IIkmIc  (|iic  j';ii  ciiiiilovcc  pcfinel  aussi  de  rcconiKiilrc  dans  dc^ 
cas  oxdTiiH'iiHïnl  élendtis  si  iiiic  ('■(|iialioii  (K  )  doiiiirr  est  de  rcspôcc 
rliidirc.  Dans  tous  les  cas.  (die  suffit  ;i  rcsoiidfc.  ii  l'aide  d'un  iioniluc 
fini  d'()[M'rali(ins  ali;<d)ri([ii('s,  le  nirnic  [H'ohli-nic,  (jnand  on  se  doitnc  le 
noinhi':  nnirunuin  n  de  branches  de  V inlc<^ralc  y(.v)  (fin  se  pcmmlenl 
aaioiir  des  poin/s  cn/if/i/rs  //' ces  :  elle  a|)|)r(Mid  notamment  ii  fceon- 
iKiilic,  moyennant  lin  imnihre  fini  d'opérations,  si  l'intégrale  géné- 
rale de  ré(|iialioii  (  I'] )  est  nue  fonction  algébrique  de  r  à  n  liranclies. 

J'insisterai  sur  le  prohli'me  particulièrement  intéressant  :  Étant 
(lortncc  une  cqaaiion  (V.),  reconnaître  si  son  intéi:;ralc  v(;r)  est  une 
/onclio/i  ralionnelle  des  constantes  i'^.  y'^^,  y^. 

(le  pi'oMi'ine,  (|iii  esl  ri''S(du  d'après  ce  (|ui  piN'ci'de,  |>réseiite  des 
i-omplicatioiis  (in'oii  ne  rencontrait  pas  dans  le  cas  ilii  premier  ordre.  On 
le  conçoit  aussitôt  en  se  limitant  aux  équations  (  K  )  du  premier  degré 
en  v'  :  toute  correspondance  biralionnelle  entre  deux  quantités  indé- 
pendantes V  et  ■>-„  est  nécessairiMuent  homograplii(|iie  ;  au  contraire, 
une  correspondance  i)iialionnelle  entre  deux  couples  de  variables 
(  V,  v' )  l'I  (.t'„..T|,  )  peut  être  une  Irausf'ormaliou  de  (Iremona  de  degré 
(]iielc()n(|iie.  (l'est  ilaus  la  limitation  du  degré  de  la  correspondance 
entre  (  v,  v' )  et  (,t",,.t„)  que  réside  toute  la  difficulté  de  la  question. 

Les  résultats  énoncés  dans  ce  paragraplie  s'étendent  à  tous  les  sys- 
tèmes diffèrentuds  dont  l  intégrale  générale  dépend  d'an  nombre  fini  de 
constantes  et  les  renferme  algébriquement.  De  tels  systèmes  sont  néces- 
sairement algébri(|ues  |)ar  ra|q)ort  aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs 
dérivées,  mais  les  variables  indépendantes  y  peuvent  figurer  analvti- 
quement. 

;)(S.  .Ius(]u'ici.  la  distinction  que  j'ai  établie  entre  les  équations  (E) 
de  la  classe  générale  et  de  la  classe  singulière  n'a  joué  aucun  rôle. 

(Juand  on  la  fait  intervenir,  la  conclusion  à  laquelle  on  arrive 
|;>7,  ();{|  est  bien  simple  : 

N/  l'intégrale  d'une  équation  (E)  /t'acquiert  que  n  valeurs  autour 
des  points  critiques  mobiles,  celte  intégrale  esl  une  fonction  algébrique  ou 
transcendante  des  constantes  y[^.  y^,  suivant  que  l'équation  (E)  est  de 
la  classe  générale  ou  de  la  classe  sinsuUére. 
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D'après  cela,  quaml  une  é(]iiati()n  donnée  (  E)  apparlieni  à  la  classe 
générale,  un  nombre  //«/ d'opérations  algébriques  permet  de  recon- 
naître SI  son  intégrale  n'acfiuiert  que  n  déterminations  autour  des 
points  critiques  mobiles  (n  étant  donné  ). 

Ceci  suppose  toutefois  que  la  terminologie  adoptée  à  jtropos  du  pre- 
mier ordre  soit  strictement  appliquée  ici  :  les  équations  que  nous 
considérons  sont  celles  dont  une  intégrale  quelconque  acquiert  exacte- 
ment n  déterminations  autour  des  points  critiques  mobiles;  ce  nombre 
ne  s'abaisse  que  j)our  des  intégrales  particulières  exceptionnelles,  je 
veux  dire  :  formant  une  ensemble  dénonibiable. 

Mais  il  est  loisible,  pour  les  éiiuations  <lu  deuxième  ordre,  d'en- 
tendre le  mal  exceptionnelles  A-ÀW^  un  sens  plus  large,  et  de  dire  que  les 
intégrales  en  question  sont  exceptionnelles  quand,  pour  une  valeur 
numérique  arbitraire  donnée  à  une  quelconque  des  deux  constantes,  elles 
forment  un  ensemble  dénombrable.  Admettons  cette  detinilion;  l'inté- 
grale d'une  équation  (E),  si  elle  n'acquiert  que  n  brandies  autour  des 
points  critiques  mobiles,  se  laisse  toujours  mettre  sous  la  forme(  i  ): 
lorsque  l'équation  est  de  la  classe  générale,  les  R,  ne  peuvent  avoii- 
d'autres  singularités  mobiles  que  des  pôles;  mais  ce  peuvent  éti'e  des 
fonctions  uniformes  transcendantes  de  vi,,  v|,,  v„,  qui  pi'ésentent  conimi' 
singularités  essentielles  les  valeurs  des  constantes  pour  lesquelles  deux 
brandies  d'intégrale,  permutables  autour  des  points  criti(|ues  mobiles, 
cessent  de  se  permuter.  Celte  reiiiar(|ne  ne  concerne  évidemmeiil  pas 
les  é(|nations  à  points  criti<iues  tixes. 

C'est  le  dernier  sens,  le  plus  large  (  '  ),  ([ue  j'adopterai  dans  ce  qui 
suit. 

;}9.  Equations  dont  l'intégrale  est  une  fond um  et  n  branches  qui  ren- 
ferme les  constantes  sous  forme  transcendante.  —  Il  s'agit  maintenant 
d'élucider  le  cas  où,  l'intégrale  étant  mise  sous  la  forme  (i  ),  les  H, 
sont  des  fonctions  uniforn/es  transcendantes  (]('  \\^.  v„,  a,,. 

l'i  Si  l'un  posait  la  quosliou  ainsi  :  lùiidiiT  k'>  oquatimis  lE)  iloiil  los  iiilé^rales 
acquièrent  nu  plut  n  valeurs  autour  des  puinis  critique-;  mobiles,  on  introduirait  ces 
équations  (analogues  à  celles  que  j'ai  signalées,  p.  jS,  dans  le  cas  du  premier  ordre)  dont 
une  intégrale  acquiert  tantôt  n,  tantôt  n'  valeurs,  suivant  les  réjiions  oii  se  trouvent  les 
constantes  joi  .''o-  Po"""  ces  é(iualions,  l'intégrale  peut  être  une  londion  de  j  '„,  t  o  à  nn 
nombre  infini  de  branches. 
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Oiicllcs  (|ii('  soiriil  les  ronst;in(('s  (lu'oii  siihsliliie  à.v,',,  Vo.  l'inté- 
i^rale  >'(r)  ne  (Icviciidra  jamais  iiiic  fonction  algéhriqne  des  deux 
constantes.  IMais  il  peut  ai  river  (|ne,  moyennant  un  choix  convenaltle 
(les  constantes,  y(.r)  renferme  algrUrKiucmeiil  une  de  ces  constantes,  .le 
conviens  tli;  dire,  dans  ce  cas,  (|ue  l'intégrale  est  une  l'onction  senii- 
trnnscendanl('i\v^  conslanles.  Si,  au  contraire,  l'intégralo  est  une  fonc- 
tion li'ansccndante  de  l'une  et  de  l'autre  constante,  dequeicjue  manièi'i' 
(lu'on  les  (dioisisse,  l'inlégrale  est  iWW.  fonrtmn  essentiellement  Irans- 
eenlante  des  deux  ronstcinles. 

Ceci  posé,  j'ai  démontré  |();>|  qu'une  é(piatit)U  (K),  dont  l'inle- 
grale  y{x)  est  une  l'unctiou  semi-transcendante  des  constantes,  éipii- 
vaut  à  une  comiiinaismi  de  deux  équations  du  premier  ordre 

(i)  Ht.)',  ,1-,  ^,x^  —  o.  k(/',  l..r)  —  a, 

il  et  K  étant  algél)ri(iues.  Pour(|ue  l'intégrale  de  l'équation  (E)  n'ac- 
(|uiére  autour  des  points  critiques  mobiles  qu'un  nombre  fini  de 
valeurs,  il  faut  (|u'il  en  soit  de  même  pour  les  intégrales  de  chaque 
équation  {'[).  Il  suit  de  lii  que  >•  s'exprime  algébriquement  en.r,  f/.  r, 
les  fonctions  ii{x),  ^■{x)  véritiant  respeclivemenl  une  des  équations 

-T-  =  —  «-4- fl  {.r,  c)  on  -^  —  fl  (.r,  c)  v'(  1  —  «-)(  I  — /r'"-), 

ctx  ilx 

4^  =— r'-f-ft(.r)  on  '-,-   =  l,{x)s^'{i~  r'^ld-z'-r-M 

ax  ctx 

\a  est  algébrique  en  a:,  c;  b  en  x\  k  et  x  sont  des  constantes  numé- 
riques, à  moins  que  i^o,  et  que  k^^v;E^<,\^. 

Toute  équation  (E)  dont  i  intégrale  générale  n'ace/uiert  autour  des 
points  critujiies  mobiles  <]ue  n  déterminations  et  renferme  les  eonslantes 
sous  fornw  semi-transcendante ,  se  ramène  donc  aux  (■/juatio/is  linéaires 
et  aux  (juailratiires;  son  intégrale  est  une  combinaison  explicite  de 
transcendantes  connues.  Seules  les  ce/uations  dont  l'intégrale  est  une 
fonction  essentiellement  transcendante  des  deux  constantes  peuvent 
engendrer  des  treinscendantes  nouvelles. 

Rcmar(|Uons  (|ue.  si  ré(|uation  (E)  a  ses  points  critiques  fixes,  la 
correspondance  i)iunilbrme  qui  existe  (pour  a-  et  ,/'„  donnés)  entre  h's 
surfaces    (E)     et     (E„)    est    semi-transcendante    ou    essentiellement 
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hiuniforme,  suivant  (iiic  rinl(''2;i'ale  est  elle-même  une  runctioii  semi- 
transcendante  ou  essentiellement  transcendante  des  deux  constantes. 

On  conçoit  di's  lors  [.'59,  10,  G3|  la  relation  étroite  qui  existe  entre 
la  recherche  des  é([iiations  dn  second  ordi'c  qu'intègrent  des  trans- 
cendantes uniformes  iiomelles  et  l'étude  des  transformations  esscniicl- 
Icment  biuniformes  des  surfaces  algéhriques. 

Les  théorèmes  du  §  '21  montrent  [.î.j]  que  si  le  genre  de  la  surface 
V  =  o,  pour  X  donné,  esl  plus  grand  que  i .  l'intégrale  ne  peut  avoir  ses 
points  critiques  /ires  sa /i s  être  une  fonction  algébrique  ou  semi-transcen- 
dante des  constantes. 

Pour  définir  à  la  fois  des  fonctions  uniformes  nouvelles  et  des 
correspondances  essentiellement  hiuniformes  entre  surfaces,  le  premici' 
problème  qui  se  posait  était  de  déterminer,  [)arnii  les  é(juations  (E) 
résolues  en  y",  celles  (|ui  ont  leurs  points  critiques  fixes. 

Équations  à  points  critiques  fixes  du  second  ordre 
et  du  premier  degré. 

40.   Parmi  les  équations 

(e)  v"=R(.i',  .)•../■), 

où  R  est  rationnel  en  v'.  )•,  .z-,  était-il  ])ossil)le  de  découvi'ir  toutes 
les  équations  à  points  ciilicpies  fixes?  Pour  les  laisons  (|ue  j'ai  données 
dans  l'Introduction  (p.  4  )-  ''  n'y  avait  pas  lieu  de  l'espérer. 

Le  géomètre  qui  avait  |)ul»lié  sur  ce  sujet  les  travaux  les  plus  im- 
portants, 3L  Picard,  s'était  attaché  surtout  aux  équations  (e)  où  x  ne 
figure  pas.  Sa  méthode  consistait  il  exprimer  que  l'inlégralr  ne  pré- 
sente pas  de  points  critiques  algéhriques,  non  plus  (|u<'  des  points 
transcendants  d'une  certaine  espère.  (Juand  ces  conditions  étaient 
lemplies,  ^L  Picard  convenait  de  dire  que  l'intégrale  est  \\  apparence 
urdforme.  Mais  l'intégrale  était-elle  vraiment  uniforme?  Des  exemples 
très  simples  montraient  qu'il  n'en  était  rien.  D'autre  part,  on  ne  con- 
cevait aucun  moyen  de  compléter  ces  conditions(').  Comment  exprimer. 

(')  J'njoutc  que  ces  condilions  n'étnicnt  clablics  que  moyennant  certaines  iiypotlièses 
simplilîcalrices  laites  sur  l'éiiualioiv  (c).  Il  n'éiait  donc  pas  certain  ipf elles  fussent 
iiéce.ixaires.  Enfin,  elles  ne  liniilaienl  point  le  de.i-'ré  de  li  en  )■,  et  iiindi(|naienl  d'au(!uni' 
manière  (|u'une  telle  linulalion  lût  |iossiltle. 

P.  y 
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("Il  elll'l,  <|iril  n'existe  pas  (h;  singiilarilcs  essentielles  mobiles,  ou,  s'il 
en  (îxiste,  (|n'elles  ne  sent  pas  critiques?  Les  seuls  cas  où  l'on  put 
;illirnier  riinifonnitr  de  l'intégrale  étaient  ceux  où  les  conditions  trou- 
vé(!s  ontrainent  (eonime  dans  le  prohii'me  de  !M'"^  Kowaleski)  l'inté- 
gration  de  ré(Hiation  dillérentielle,  et  où  cette  intégration  même  met 
en  évidence  l'uniformité  de  l'intégrale,  ("est  pourquoi  M.  Picard,  dans 
les  derniers  Mémoires  qu'il  ail  consacrés  à  la  question,  arrivait  à  celte 
conclusion  :  «  Les  conditions  pour  que  l'intégrale  soit  unilbrme  sont 
transcendantes  :  il  est  impossil)le,  en  général,  de  les  former  (').   » 

Je  suis  parvenn  cependant  [oS,  76  à  SI,  86,  87,  96,  99J  à  résoudre 
complètement  le  problème,  et  même  un  problème  plus  général  :  j'oi 
détermine  toutes  les  équations  à  points  critiques  fixes  de  la  forme 

où  p  est  rationnel  en  -j^>  algébrique  en  V,  analytique  en  X. 

Il  m'a  fallu  jioiir  cela  constituer  une  double  méthode  qui  ré[)ondit  ii 
ce  double  objet  :  i"  former  des  conditions  nécessaires  (nouvelles)  pour 
(|u'une  équation  (/  )  ait  ses  points  criti(iues  fixes;  2°  décider  si  ces 
conditions  sont  ou  non  suffisantes. 

Les  résultats  sont  tellement  simples  et  précis  (|ue  je  les  doiineia: 
(explicitement. 

(Considérons  le  Tableau  suivant  (où  a,  ^,  y,  0,  i  désignent  des  con- 
stantes numéri(|ues)  : 

y\)  )•"=  —  3  >•/'  — j-'-t- rt{x)  ou         j=i^,  z"'^=az. 

(II)  /"=— 2jj'+«(.r). 

(III)  y"—xy^+<^y--+(yx  +  è)y  +  {Ex+-A)         (yi3  =  35!£). 

(IV)  y"-=y+  [«{•'■)J  +  ^]/'-)-  «'(-r)j—  inx). 

(V)  Y        y  y       ■  -^ 

f  (3  =  0  ou  I,  £  =0  ou  l). 


(')  Comptes  rendus,  t.  CXIV,  \i.  i3io;  juin  iSgi. 
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(VII) 


1    r(^->'^-T)  .1 

/     fr.       ,    ,        .  ,  £7:  /2w  période  quelconque \"l 

\V=4y*  —  :,--y  —  g.„     >.  =  o   ou    ^  ,         , 

IL         ^-^       ■'  -       »"  co  V        de  p{u,ff,,g3)        /J 

i  -^    \j:-—y        I  —  a-        j-y        2,r(j' —  i)(  V  —  .r) 

Les  équations  de  ce  Tableau  ont  leurs  points  critiques  fixes;  toutes 
les  équations  ù  points  critiques  J/aes  de  la  forme  (/  )  s'obtiennent  soit  en 
effectuant  sur  ces  huit  équations  la  transformation  la  plus  générale 

Y=0(J',J-).  X=:/(x), 

dans  laquelle  l  et  o  sont  analytiques  en  x  et  9  rationnel  en  y  [ou  en  y  et 
V  P  pour  les  types  (VII)  et  (Vlll)]  ;  soit  en  effectuant  sur  l'équation  (III) 
(ofi  a  =  Y  =  0  =^  o,  ^  =  G)  /«  transformation 

y —Y, 

v,(ar)  est  une  intégrale  particulière  quelconque  de  (III),  o  est  rationnel 
en  z  et  analytique,  ainsi  que  l,  en  x. 

41.  Parmi  ces  équations,  celles  dont  l'intégrale  renferme  algébri- 
quement les  deux  constantes  correspondent  soit  au  type  (I).  soit  au 
type  (III)  où  a  =  P  =  o  (équations  linéaires  du  second  ordre)  (');  les 
équations  dont  l'intégrale  est  une  fonction  essentiellement  transcen- 
dante des  deux  constantes  correspondent  soit  au  type  (III)  (où  a,  ^  ne 
sont  pas  nuls  tous  deux  non  plus  que  y.  0'  ^oit  au  type  (VI)  (où  a,  y 
ne  sont  pas  nuls  tous  deux  non  plus  que  [3,  c),  soit  au  type  (VIII). 
Pour  toutes  les  autres  équations,  l'intégrale  est  une  fonction  semi- 


(')  Celte  double  classe  d'équations  est  la  seule  que  mettrait  en  évidence  la  mélliode 
de  M.  Poincaré  étendue  du  premier  ordre  aux  équations  (f). 


-  (J8  - 
lirinsrcndoiilc  îles  ((Hishinlcs  cl  driicinl  de  (|iia(!raliii'('s  <(iiiiliin('os  ou 
non  avec  une  é(iualioii  de  liiecali.  Enlin,  les  seules  équations  (/)  à 
points  eritiques  lixes.  dont  l'inlégrah!  présente  des  singularités  Irans- 
cciuldiilcs  mobiles,  se  ramènent  au  type  inlégrable  (VU)  (où  A  ^o);  ees 
singulai'ités  sont  des  points  essentiels  isolés. 

La  niélhode  permet  aussi  de  former  explicilemenl  (out<'s  les  équa- 
lions  (/"),  à  poinis  criliciues  iixes,  oii  h^  coellicient  dill'erenliel  p  est 
assujetti  à  une  des  conditions  suivantes  : 

1"  p  est  rationnel  en  Yx ,  Y  et  analyti(|ue  en  X; 

'2°  p  est  ralionnid  en  YJ, .  algébrique  en  Y,  X  ; 

3"  0  est  ralionnel  l'u  Y^ ,  Y  et  indépendant  île  X  (  probli'nie  de  .M.  Pi- 
eai'dj,  (ui  encore  p  (indépendant  de  X  et  rationnel  en  Y'j^)  est  algé- 
hriijue  en  Y. 

Dans  ce  troisième  cas,  les  é(|iialions  considérées  sont  foutes  inté- 
grables. 

J'ai  résolu  également  le  probli'me  inverse  des  précédents,  qui  consiste 
il  décider  si  une  équation  (/)  donnée  a  ses  points  critiques  fixes. 
D'une  façon  précise,  étant  donnée  une  étjuat'Kin  (f)  où  p  est  rationnel 
en  Y^,  Y  et  algvl)ri(jnv  en  X,  on  sait  reconnaître,  à  l'aide  d'un  nombre 
fini  d'opérations  al<4('bri(/iies  très  simples  et  rraiincnt  praticables,  si  elle  a 
ses  ])oinls  critir/ites  /ires.  Le  lliéoriMne  subsisie  si  p  est  rationnel  en  YJ^, 
et  algèbri(pie  en  Y,  X,  mais  comporle  loulefois  un  cas  d'exception  : 
dans  ce  cas,  on  sait  ramener  l'équation  donnée  à  une  équation  (YII) 
où  A  est  une  constante  difTérente  de  zéro  (é(|ualion  inlégrable);  pour 
que  celte  équalion  ait  vraiment  ses  points  crili(]ues  lixes,  il  faut  (|ue 

la  condition  transcendante  A  =  ^  soit  remplie. 

12.  Transcendantes  uniformes  notn'elles  engendrées  par  une  équa- 
tion{f).  —  D'a|)ri's  ce  qui  précède,  parmi  toutes  les  équations  à  points 
critiques  fixes  de  la  forme  (/)  oit  p  est  ralionnel  en  Y^  el  algébrique  en 
Y,  X,  les  seules  qui  puissent  engendrer  des  transcendantes  nouvelles 
sont  réductibles  à  l'équation  (VIII)  ou  aux  équations  (111),  (YI)  (dans 
les(|uelles  a  et  [i  ne  sont  pas  nuls  ii  la  fois).  La  transformation  de 
passage  entre  l'équation  donnée  (/)  et  le  type  réduit  peut  s'écrire 

Y=:9(v,X).         ./--/(X). 


—  fiO  — 
si  11'  type  réduit  est  (  Vlll)  ou  (III);  et 

Y;=o{/,X).         c^=l{\), 

^\  lo  type  réduit  est  (VI);  9  esl  rationnel  en  y  et  a/gehric/iie,  ainsi  (//ic  /. 
en  X. 

L'intégrale  de  l'équation  (VIII)  se  laisse  mettre  sous  une  forini' 
simple.  Représentons  par  j  =  '^\,:X"'>  '■'  fonction  ellipti(|ue  détinio  \\nv 
l'égalité 

"  =  /     ,  ; 

la  transformation   v  =  "/..r(")  ramène  (VIH)  à  l'équation  linéaire 

„  2  .r  —  I        .  tt 

dont  l'intégrale  générale  est  ?/  =  ;/,  (a-)  +  C,  w,  (  .r)  -i-Cao^(.r),  si  co, 
et  w.j  désignent  les  périodes  de  )^(«)  et  C,,  Co  deux  constantes  arbi- 
traires. Les  transcendantes  définies  par  (VIII)  ne  sont  donc  pas  vraiment 
nouvelles,  quand  on  regarde  comme  connue  la  fonclion  sn^ui  des  deux 
variables  u  et  /-.  ^lais  la  correspondance  essentiellement  biunifonne  (|iie 
l'intégrale  de  (VIII)  définit  (pour  x  et  .j\,  donnés]  entre  les  deux 
cylindres  de  l'espace  v,  z,  l 

;-  =  _)•(,-  ])(,'- 7),  ;;=  v„(.v„-i)(r„-^) 

est  extrêmement  intéressante  {roir%  21). 

Pour  ce  qui  est  des  types  (III)  et  (VI),  leur  intégrale  y{-r)  est  une 
fonction  de  x  méromorphe  dans  tout  le  plan.  On  peut  ramener  d'ailleurs 
ces  équations  à  trois  types  canoniques  plus  réduits 


(IX) 

_}'"=:  G»'--)-  ,<-, 

(X) 

j"=  2j'H-.i-)'  H-  a. 

(XI) 

y^y^^e'{y.y-^''^)+e'-'\ 

'<'H) 

( 

y 

= 

—  1  ,     à  :=  1  , 

y.,  ^  quelconques.  1 

.   ou 

7 

= 

—  1 ,    0^0,    ,3  ;=  ' , 

y.  quelconque, 

(  ou 

"/ 

= 

0,        0   =  (>.      3!  =  —  1  , 

3  =  1.          \ 

L'intégrale  de  ces  équations  étant  méromorphe,  il  est  l)ien  évident 
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(lii'clle  osl  rcpifscnlahlc  piiruM  (|iioticiil  de  ïoncùuns,  c/i/ir/rs.  Mais  ce 
(|ii(;  j'ai  inonlré  ((il  (jui  était  loin  d'être  évident)  e'est  qnon  petit 
choisir  ces  fond  ions  enlirres  de  manière  qu'elles  i^érijient  une  équation 
différentielle  (ili:;vl)ri(jue  (^trcs  simple)  du  troisième  ordre,  (le'n  fonctions, 
enlii'res  en  ,r,  sont  éi^aleinent  e/itières  en  ,r„,  v„,  )'„  pour  (IX)  et  (X)  : 
i)our  l'équation  (XI),  elles  sont  encore  entières  en  .r„,  v,,,  mais  elles 
admettent  j'„  =  o  comme  point  essentiel  ;  si  l'on  pose  y„  =  e*»,  elles  sont 
entièi'es  en  .î„,  s,,'.^',,-  Quand  on  les  développe  suivant  les  [luissanees 
croissantes  de  (.J-  — .r„),  les  coef'ticienis  de  ces  développements  sont 

des  polynômes  en   .r„,   r,,,  .)'„    pour  (IX)  et   (X),   en   r"^-,   )'„.   --   .v„ 

poui'  (XI),  et  ils  se  calculent  par  déi'ivations  successives.  Ces  dévelop- 
pements convergent  dans  tout  le  champ  des  x,  .r„,  v„.  v'„  et  l'intégrale 
)(.r  )  est  représentée  par  le  quotient  de  deux  tels  développements.  Les 
(■quations  (IX),  (X)  et  (XI)  se  trouvent  ainsi  intégrées,  au  sens  moderne 
du  mol. 

La  correspondance  essentiellement  hiutiiforme  (jne  l'intégrale  de  (IX) 
ou  (le  (X)  établit  entre  les  couples  (v,  /)  et  (,v^,,  ,v„)  est  remar- 
(jual»le  :   les  fonctions  y  et  )-'  de  r„,  .v'„  ne  prennent  nulle  part  la 

forme  -  (ainsi  qu'il  ariive  aux  points-hases  d'une  sul)stitution  de  Cre- 

mona),  mais  elles  sont  méromorphes  (et  non  rationnelles)  en  l'o  et  v, . 

Voici  comment  s'elTectue  la  représentation  des  intégrales  des  équa- 
tions (IX),  (X)  et  (XI)  à  l'aide  de  fonctions  entières  : 

Pour  r  équation  (IX),  on  pose 

c  ;=  - —  —  2  v^ —  X y\         u  =  e^"'^; 

la  fonction  u(a^)  est  une  fonction  entière  qu'x  vérifie  l'équation 

-"-  //' 

— ■  -i- 2  Z-' -]- .r  z  — ;  ::=  o,  (Hl  z=  — ; 

2  " 

et  l'on  a 


/V«//'  l'équation  (X),  on  pose 

;  ^  v'  —  y*  —  .r  )  -  —  2  a  i', 
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les  (onctions  u,  c  sont  des  Ibnelions  entières  qui  vérifient  le  système 

un"  —  (/'-  H-  r^=r  o,  (II'  V  —  v/i'y-  =^  v'  -+-  .Ci'-  II- -h  {-2  y.v  -+-  ii')  ii^, 

et  l'on  a 


De  plus,  soient  ^:^  =  z  —  y,  2^2=  s  -f-y;  les  fonctions  m,  =  c'-.''', 
1/.,  =  e^'i'''^  sont  deux  fonctions  p/2//m'i  qui  vérifient  respectivenienl  une 
é(|uation  du  troisième  ordre  très  simple,  et  l'on  a 

,  "',       ".' 

ii^n,ii,,  i- =  ((/,//, —  11,11,),  >•  =  — ^ 

-  '  "  ll.y  II. 


Pour  réqualion  (XI),  on  pose 
puis 

23:=ï  —  ■ h-)  2Z  =  Ç-r- h-, 

en  tin 

iiz=eS--''--^.  «•  =  cJ"^'"-; 

les  fonctions  ?/.  e  sont  des  fonctions  e/?//(rfj  qui  vérifient  les  é{|uations 

//"         II"-  ft"^'  /yc-''i' 

it  II-  Il    \     Il 


On  peut  remplacer  une  des  équations  précédentes  par  l'équation 

f'      n'y-      v'       II'  ,-,/sii'       '"  \        ,. /\-j  II 

— 2 2 Hi-ht'-^o  —  —  y—     -^2eM  ij y- 

i'         ;^  /  i-  (<  \     i-       '  II-  J 

y  est  alors  représenté  par  le  quotient  -  • 
Enfin,  si  l'on  pose 


•2;,  =  ^  —  >■«■'', 

■2z-,  —  z  4- je-' 

-,=-f. 

2Z.,=  Z+- 

et 


les  l'oiiclidiis  «,,  II,,  (',,  ('_,  soni  des  fondions  cnlicres  ipii  vrriticnt  ics- 
pcctivornciil  uni'  ('■(jiiation  (lillcrcnlicllc  dn  Iroisivinc  ordre,  et  l'on  a 


1;!.  hràluvlihtiiU-  des  nouvelles  transcendantes.  —  Mais  les  nouvelles 
Iranscendantes  ainsi  définies  n'étaienl-elles  pas  réductihies  aux 
(i-inseendantes  connues?  C'était  là  une  question  qu'il  importait  de 
lianeliei'. 

A|ip(doiis,  pour  alji'éi^ei',  lonctions  classit/ues  les  fonctions  ali;'é- 
l>ii(|ues.  les  fonctions  abéliennes  (et  dégénérescences)  et  les  intégrales 
des  équations  difTérentielles  linéaires  algébriques.  Embrassons  aussi, 
parmi  les  fonctions  classi(]ucs,  les  combinaisons  explicites  île  telles 
Iranscendantes  :  j'entends  par  là  les  fonctions  obtenues  en  remplaçant 
dans  une  fonction  classique  (par  exemple  dans  une  fonction  abélienne  ) 
les  arguments  par  des  fondions  classiques  de  nouvelles  vai'iables(  par 
exemple  par  des  (|uadratures  en  œ),  et  ainsi  de  suite.  Cette  tei'inino- 
logie  admise,  j'ai  démontré  que  c/iarfi/e  fonction  méromorplie  définie 
par  les  ('(piations  (  l.\  ).  (X  )  et  (XI)  est  une  transcendante  distincte  des 
transeend(/ntes  elassif/ues. 

Cette  discussion  m'a  conduit  ;i  inti'oduire  |63,  DGj  une  définilion 
extrêmement  précise  de  V irréductibilité  d'une  équation  différentielle. 
Je  ne  puis  entier  ici  dans  les  détails  de  cette  définition.  ,Ie  me  borne  it 
indifiner  qu'elle  s'impose  et  que  les  tliéorèmes  que  j'en  ai  déduits 
doivent  jouer  un  rôle  dans  toutes  les  questions  on,  [larmi  les  variables, 
il  en  est  une  qui  est  imposée  comme  \i\v\nh\^'  indépendante  aA  les  autres 
comme  fonctions.  C'est  cette  définition,  d'ailleurs,  (]u'on  a  adoptée  au 
l'ond  dans  l'étude  de  la  réductibilité  des  équations  linéaires.  Jiais  il  est 
clair  qu'une  équation,  irréductible  au  sens  dont  je  parle,  peut  cesser  de 
l'être  si  l'on  donne  au  mot  réductible  une  signification  plus  large.  Par 
exemple,  les  équations  du  troisii'me  ordre  qui  définissent  les  fonctions 
fuclisiennnes  sont  irréductibles,  à  mon  sens,  et  leurs  intégrales  sont 
des  Iranscendantes  uniformes  vraiment  nouvelles,  quoi([u'une  quel- 
con(|ue  de  ces  équations  soit  équivalente  à  une  équation  de  Riccali; 
mais  celle  é(|uivalence  exige  que  l'on  permute  le  rùle  de  la  fonclion 
et  de  la  variable. 
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De  mémo,  Téquation  (  VIII  )  (qui  peut  servir  à  détinir  la  fonction  sa 
regardée  comme  fonction  de  son  modit/e)  est  inrdiiclihlc,  au  sens  (|ue 
je  donne  à  ce  mot,  bien  qu'elle  possède  deux  intégrales  premières 
détinies  par  des  quadratures  et  par  une  équation  linéaire  du  deuxième 
ordre.  Mais  il  en  est  tout  autrement  pour  les  équations  (IX),  (X) 
et  (XI).  La  théorie  des  groupes  ne  fournit  aucun  moyen  de  les  intégrer 
par  une  combinaison  (si  enchevêtrée  qu'elle  soit)  d'équations  liné- 
aires, de  quadratures  ou  d'équations  de  premier  ordre. 

J'ai  insisté,  dans  l'Introduction,  sur  le  caractère  essentiellement 
nouveau  de  ce  résultat.  Depuis  la  fondation  du  Calcul  intégral,  toutes 
les  équations  qu'on  a  réussi  à  intégrer  (au  sens  le  plus  large  du  terme) 
sont  réductibles  à  des  combinaisons  d'équations  linéaires  ou  de  qua- 
dratures. Les  fonctions  automorplies  elles-mêmes,  je  viens  de  le  rap- 
peler, n'échappent  pas  à  cette  remarque.  Les  équations  (^IX),  (X) 
et  (XI)  constituent  donc  le  premier  exemple  connu  d'équations  qui  se 
trouvent  intégrées  à  Faide  des  principes  de  lu  lliéorie  des  fonctions,  sans 
qu'on  sache  les  ramener  d'aucune  manière  à  une  combinaison  d'équations 
linéaires  et  de  quadratures. 

Quant  au  degré  de  généralité  des  équations  qu'intègrent  les  nou- 
velles transcendantes,  on  s'en  rend  compte  si  l'on  remar([ue  que  parmi 
les  équations 

où  P  est  un  polynôme  en  Y  ,  Y.  algébrique  en  X,  celles  qui  sont  ré- 
ductibles algébriquement  soit  à  l'éijuation  (IX),  soit  à  l'équation  (  X) 
oii  a  est  donné,  forment  respectivement  une  classe  aussi  étendue  (|ue 
les  équations  linéaires,  non  homogènes,  du  deuxième  ordre. 

44.  Équations  di(férentieltes  quelconques  ii  points  critii/ues  fixes.  — 
La  méthode  que  j'ai  employée  s'applique  aussi  bien  [7(i  à  <S0,  '.lUJ  aux 
équations 

(F)  1*(,k".j'.  J. ''■)  =  o. 

algébriques  en  v",  v'.  v,  x  et  de  degré  donné  en  v".  J'ai  abordé  la  for- 
mation des  é(iuatioiis  (  F  )  à  points  critiques  fixes,  où  P  est  du  deuxième 
degré  en  v". 

Sans  avoir  achevé   l'énumération   de  tous  les  types,  ce  qui  n'est 
P.  "o 


d'ailli'urs  (iiriinc  (|Lics(ioii  de  patience,  j'ai  réussi  déjà  à  iiietlre  en 
évidence  certaines  équations  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction 
inéroinorplie  nouvelle,  irréductible  aux  transcendantes  méromorphes 
(ju'engendrent  les  équations  du  premier  degré  en  y". 

Quand  on  passe  des  é(iuations  du  second  à  celles  du  Iroisirme  ordre, 
il  convient  de  distinguer  entre  les  deux  parties  de  la  méthode.  La  pre- 
mière (recherche  des  conditions  nécessaires  pour  que  les  points  cri- 
li(jues  soient  fixes)  s'étend  d'elle-même  aux  systèmes  différentiels 
d'ordre  quelconque;  la  seconde  (dont  l'objet  est  de  reconnaître  si  ces 
conditions  sont  suffisantes)  présente  des  complications  qui  croissent 
avec  l'ordi'e  dillerenliel. 

Je  crois  devoir  insister  sur  la  simplicité  et  la  fécondité  de  la  première 
partie  de  la  méthode.  Elle  fournit,  presque  sans  calcul  [91,  V)2,  96|, 
des  renseignements  extrêmement  précis  sur  les  équations  algél)ri(|ues 
d'ordre  quelconque  (] 

P(j"",  jC/-'  ,  .  .  .,  y'.  Y,  x)  =  o 

(P  désignant  un  polynôme).  C'est  ainsi  qu'elle  limite  immédiatement 

le  degré  de  P  en  t'''""  et  >'''--'  en  fonction  du  degré  de  P  en  v'".  Elle 

introduit,  de  la  façon  la  plus  natuindle,  une  notion  fondamentale,  la 

notion  de  siniplifi'cc  d'une  équation  P  =  0.  Je  définirai  cette  siinplijicv 

iHUir  une  àjualKui  du  Iroisiàne  ordre  résolue  en  y" . 

Soit  donc 

y"=R(>",  y',  y,  x) 

une  équation  où  R  est  l'ationnel  en  v",,v',  algébricjue  en  v,  x.  Pour  (|ue 
l'équation  ait  ses  points  critiques  fixes,  voici  les  conditions  les  plus 
simples  qui  doivent  être  remplies  : 

i"  R  est  nécessairement  un  polynôme  du  deuxième  degré  au  plus 
en  )' 

(1)  y=  .Vj'"-^+Bj"-i-(;. 

2"  La  fraction  rationnelle  x\  de  v'  est  de  la  forme 


•/ 


y 


011  (/,  A,  r  sont  des  fonctions  algébriciiies  de  v,  x,  et  x,  [i,  y  certains 
nombres  commensurables  qui  peuvent  être  nuls. 
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3"  Les  fractions  rationnelles  B,  C  de  v'  n'ont  (|ue  des  pôles  simples 
qui  coïncident  nécessairement  avec  ceux  de  A,  et  les  expressions  —, 

-^  restent  tiniespour  v  =  x.  Le  degré  de  W  en  y"  et  y'  est  ainsi  liiniié. 
On  peut,  en  outre,  écrire 

A=^^— ,  Br=:/[7(/,  .r)  +  £,],  C=  v'^[,a(7,  .r)+£,], 

i,  £,,  £.,  tendent  vers  zéro  avec  -7; 

y 

X  =  I ■  «  entier  +  ou  —  mais  9^—1,  ou  ri  =  -x. 

/(  ' 

'1°  Convenons  d'appeler  ^/w/jZ/'Z/cV  de  l'équation  (  i  )  l'équation 

Cette  (■(juatie>rt  doit  avoir  son  intégrale  uniforme. 

Ce  qui  fait  l'intérêt  de  cette  simplifiée  (2),  c'est  que  les  propriétés  et 
les  singularités  de  l'équation  (i)  s'y  reflètent  en  quelque  sorte  en  s'y 
alfaihlissant.  Toute  équation  (  •->)  se  rami'ne.  moyennant  une  quadra- 
ture, à  une  équation  linéaire;  d'une  fa^on  précise,  elle  équrvaut  au 
système 

r/.r  -^  d- 1(        -,  du        /'  \"\     , 

Il  m'a  donc  fallu  résoudre  ce  problème  [)réliminaire  qui  n'était  pas 
sans  difficulté  :  Déterminer  tous  les  cas  où  les  fonet ions  .v(a")  déjiiues 
par  un  système  (3)  sont  uniformes.  Pour  /2  =  —  2  et  >;  =  o,  les  fonctions 
uniformes  définies  par  un  système  C^))  constituent  la  classe  des  fonc- 
tions automorp/ies  :  c'est  le  cas  le  plus  intéressant;  dans  les  autres  cas, 
les  fonctions  y(j;)  sont  des  dégénérescences  de  fonctions  automorplies 
ou  des  combinaisons  de  telles  dégénérescences. 

Quant  aux  relations  qui  existent  entre  une  équation  (  r)  à  points 
critiques  fixes  et  sa  simplifiée,  sans  les  avoir  approfondies  encore  dans 
le  détail,  je  puis  résumer  ainsi  l'impression  que  m'en  donnent  mes  pre- 
mières reclierclies  :  Les  métliodes  employées  pour  le  second  ordre  suf- 
firont à  déterminer  toutes  les  équations  (i)  dont  l'intégrale  n'a  comme 
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siiii^iihirilrs  iii()l)ili'S  (luc  des  pôles;  |)nnr  ce  (jiii  est  des  é(]Liafions  (i  ) 
il  piiiiils  (•iili(|iies  lixes,  mais  ;i  sinisiilarilés  essenlielles  mobiles,  il  est 
|>r()bal)le  (  an  inoiits  dès  (|iie  ces  singularités  sont  un  peu  compliquées) 
(|u'elles  se  l'amènent  au  second  ordre  ou  bien  que  leur  intégrale  se 
(iéduil  aisément  de  celle  de  la  sim|)liliée,  par  des  quadratures,  par 
exemple,  ou  par  rinlcrmediaire  (Tune  équation  linéaire.  La  plus  grave 
dil'liciillé  qu'entraîne  l'élévation  di'  l'ordre,  à  savoir  l'apparition  de 
singularités  essentielles  mcdilles  (lormant  des  ensembles  parfaits,  des 
lignes,  etc.)  se  trouverait  ainsi  surmontée,  grâce  aux  connaissances 
(|ue  nous  possédons  sur  les  lonctions  automorplies.  Quoi  (|u'il  en  soit 
de  ces  prévisions,  les  résnllats  dès  maintenant  ac(]uis  snlTisent  à  mettre 
en  évidence  le  rôle  primordial  que  sont  appelés  à  jouer,  dans  l'étude 
systématique  des  équations  différentielles  à  intégrale  uniforme,  les 
travaux  de  !\I.  Poincaré  sur  les  fonctions  fuclisiennes  et  kleinéennes. 

1.").  Voici  donc  un  admirable  cliamp  de  recberches  ouvert  désor- 
mais h  l'activité  des  géomi'tres  :  la  iormalion  directe  et  l'étude  eom- 
pli'te  de  toutes  les  équations  du  IroisiÎTue  ordre  à  intégrale  nuiforme 
exigera  vraisemblablement  de  longues  années,  mais  c'est  là  un  pro- 
blème dont  nous  prévovons  dès  maintenant  la  solution,  alors  que  le 
même  problème  r(datif  au  second  ordre  semblait,  il  y  a  peu  de  temps 
encore,  devoir  être  définitivement  abandonné. 

Il  est  natnrid  de  se  demander  (juel  rôle  sont  destinées  ;i  jouer,  i/ans 
hi  tlivorie  des  fonctions,  l(>s  nouvelles  transcendantes  que  j'ai  decou- 
verlcs  et  cidles  qu'on  est  appelé  ;i  découvrir  par  les  mêmes  voies.  Si 
l'on  réllécbit  (jue  toutes  les  transcendantes  usuelles  [la  fonction  T  et 
la  fonction  "C  (.v  )  de  Riemann  exceptées]  intègrent  des  équations  diffé- 
rentielles algébri(|ues,  on  conçoit  aussitôt  combien  il  est  invraisem- 
lilable  qu'on  se  trouve  avoir  épuisé,  parmi  toutes  les  transcendantes 
uniformes  qu'engendrent  les  équations  dilférenticlles,  ctdles  (|ui  sont 
digni's  d'intérêt.  Mais  il  est  invraisemblalile  aussi  (|ue  la  plupart  de 
ces  transcendantes  possi'dent  ii  la  fois  (comme  les  fonctions  ellip- 
ti(|ues,  fuclisiennes,  etc.)  plusieurs  propriétés  exactes  et  simples 
(telles  que  la  périodicité,  la  représentation  par  des  intégrales  définies 
ou  par  des  séries  élémentaires,  etc.).  C'est  bien  plutôt  au  point  de 
vue  approxiniaiif,  j'entends  au   point  de  vue   de   la  croissance  pour 


a;  =  oc,  du  genre,  de  la  disposition  des  zéros,  etc.,  (ju'oii  aura  chance 
d'étudier  avec  fruit  les  nouvelles  transcendantes  entières  et  d'en  aper- 
cevoir certains  caractères  qui  soient  susceptibles  d'une  application 
elFicace  à  la  théorie  générale  des  fonctions.  Dans  ce  mode  de  recherches, 
la  méthode  qui  m'a  permis  de  mettre  en  évidence  les  nouvelles  trans- 
cendantes méromorphes  fournit  dès  maintenant  de  très  précieuses 
indications.  Je  citerai  comme  exemple  ce  théorème  :  Si  y{x)  est  une 
intégrale  d'une  des  équations  (IX)  ou  (X),  l' équation  yÇv)  =  A  a  une 
infinité  de  racines  quel  que  soit  A  (//ni  ou  infini).  La  fré(juence  de  ces 
racines  pour  x  ■=^  ce  est  la  même  quel  ([ue  soit  A. 

Mais,  quel  que  doive  être  par  la  suite  l'intérêt  intrinsèque  des  nou- 
velles transcendantes,  le  résultat  auquel  j'attache  le  plus  d'importance 
et  qui  est  acquis,  c'est  la  découverte  de  types  d'é(juations  différen- 
tielles essentiellement  nouveaux,  intégrables  par  des  fonctions  méro- 
morphes. 

Je  passe  maintenant  aux  relations  assez  inattendues  que  j"ai  décou- 
vertes entre  les  équations  à  points  critiques  fixes  et  certaines  théories 
analytiques. 

Applications  de  la  théorie  des  équations  à  points  critiques  fixes. 

46.  Du  rôle  des  équations  à  points  critiques  fixes  dans  la  recherche  des 
intégrales  premières  des  systèmes  différentiels. 

Considérons  un  système  (S)  (\e  {  m  -h  n)  équations  ditlérentielles 
(algébriques)  du  premier  ordre  (').  [tortant  sur  les  (m  -t-  «  -i-  i)  va- 
riables X,  X,,  . ..,  x,„  et  r, ,  . .  .,.v„.  Il  nous  est  loisible  de  supposer  les 
coelficients  différentiels  de  ce  système  exprimés  rationnellement  en 
fonction  des  x,  y  et  d'une  irrationnelle  z  ^f(x,x r„,y^,  ...,r„). 

Ceci  posé,  cherchons  à  déterminer  les  intégrales  premières  de  ce  sys- 
tème ALGÉBRIQUES  en  V,,  y..,  .  . .,  i'„  et  analytiques  en  x,  x^ i'„..  Il 

suffit,  comme  il  est  bien  connu,  de  considérer  les  intégrales  rationnelles 
en  y,,  v ,  v,,,  :. 


(!)  Ce  qui  va  suivre  s'n[ipliqnerail  à  tout  système  dillerenliel  (algébrique)  à  plusieurs 
variables  indépendantes,  nuiis  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que  d'un  nombre  fini 
de  constantes. 
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Admoltons  d'ahord  (iiic  le  syslcmc  (S)  ne  possède  pas  (V  uilègndv  pre- 
mière. F(  .r,  J'i r,„  )  ==  const.,  indépendante  des  y. 

Le  (lirori'iiic  loii(I;iiiieiit;il  (jiiej'ai  (''(aMi  |G2,  61.  74]  s'énonce  alors 
ainsi  : 

Toiilrs  les  in/è^nt/es  preinières  de  S  rationnelles  el  de  degré  donné  en 
)',,  ....  v„.  "•,  soit  l{(  y-,,..  .,)'„.  s,  .z-,  .r,.  ...,  :v,„)  ^=  (-Amil.,  ne  dé- 
pendent que  d'an  nondae  fini  de  eunstanles.  De  plus,  les  singularités 
non  polaires  de  \\  dans  le  eluinip  des  .r,  ^i ,,  . . .,  x,„  sont  fixes  (^indépen- 
dantes des  eunstantes  )  et  données  par  une  eertaine  relation  algé- 
brique H(.c,  .r, ,  . . ..  x,„)  =:  I). 

Il  sait  fie  là  que  le  ealcnl  de  ces  intéi^rales  dépend  d'un  certain 
système  dilTérentiel  (  algélnique)  dont  non  seulement  les  points  cri- 
tiques, mais  toutes  les  singularités  non  polaires  'Aonijixes. 

Par  exemple,  une  équation  diiTérentielle  du  second  ordre, qui  admet 
des  intégrales  premières  algébriques  en  y^,  se  ramène  soit  à  une  équa- 
tion à  points  eriti(|ucs  fixes,  soit  à  une  équation  du  premier  ordre 
dont  les  coenicients  dépendent  d'une  é(|uation  de  Riccati  ou  d'une 
(|uadi'atui'e. 

Ouand  le  systl'me  S  admet  des  intégrales  premières 

F(.r,  .r,,  .  .  . ,  x,„  )  =r  consl., 

les  intégrales  premières  R  =  const.,  rationnelles  et  de  degré  donné 
en  >',,  .  ..,)'„,  z,  dépendent,  quand  il  en  existe,  de  fonctions  arbi- 
traires. Une  Ibis  calculées  les  intégrales  F  =  const.,  la  détermination 
des  intégrales  R  =  const.  ne  dépend  plus  que  d'un  système  dilTérentiel 
dont  les  seules  singularités  mobiles  sont  ses  pôles. 

17.  .l'insisle  sur  certaines  conséquences  assez  paradoxales  de  ce 
tiléorème.  Si  le  système  S  n'admet  qu'une  intégrale  première  (')  algé- 
brique en  r,,  ...,  r„,  cette  intégrale  est  donnée  par  une  équation 
de  Riccati  ou  par  une  quadrature  (juand  elle  dépend  effectivement 
des  r\  quand  elle  est  indépendante  des  v,  elle  est  donnée  par  une 
équation  du  premier  ordre  (jui  [leut  être  de  nature  ([uelcon(|ue. 

(')  On  ne  rogardo  pas  comme  dislinetes  deux  intégrales  premières  dont  l'une  est  l'onc- 
tion de  l'autre. 
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Plaçons-nous  dans   le  cas  où  il  n'existe  pas   d'intégral((   piornièrc 

F(j:'|,.r. a-„,)  =  const.  Le  système  différentiel  à  points  criti((ues 

fixes  dont  dépendent  les  intégrales  premières  R  =  const.  peut,  a 
priori,  être  de  la  classe  gcne'ra/e  ou  (\e  \a  clAst^e  sinqiiliérc;  autrement 
dit,  R  peut  renfermer  ses  constantes  sous  forme  algébrique  ou  trans- 
cendante. Il  est  deux  cas  où  les  constantes  figurent  à  coup  si'ir  algébri- 
quement :  d'abord  quand  il  n'existe  pas  deux  intégrales  R  distinctes 
de  degré  donné;  ensuite  quand  le  groupe  de  variables  a:;,  .r,,  ..,  ./-,„  se 
réduit  à  l'unique  variable  x. 

Au  lieu  d'intégrales  rationnelles  considérons  des  intégrales  uniformes 

par  rapport  à  )-, v„,  z,  soit  p(  v ,v„,  ;,a-,,  . . .,  .r,„)  =  const. 

Si  le  système  (S  )  n'admet  pas  d'intégrale  première  indépendante  desj, 
j'ai  montré  que  les  singularités  critiques  de  p  dans  le  champ  de  ,r  sont 
Jixes  (mais  non  les  singularités  essentielles). 

Quand  on  substitue  aux  intégrales  premières  une  équation  intégrale 
rationnelle  en  j, ,  . .  .,,v„,  :; ,  soit  R(  >',,  . .  .,_v„.  ;,  r,  .r,,  . . .,  .r,„  )  =  o, 
les  propositions  précédentes  sont  en  défaut;  R  peut  présenter,  dans 
le  champ  des  .r,  des  singularités  quelconques.  Prenons  comme  exemple 
le  système 

</.<■        '  '  </./■ 

toutes  les  égalités  y  —  '^(a-,.r,  )  =  o,  déduites  de  l'équation  de  Clai- 
raut  lu  plus  générale  .rv— a:-,  =  F(>'),  sont  des  é([uatioMS  intégrales 
de  {s  )  rationnelles  en  v. 

J"ai  pu  néanmoins  établir  sur  la  nature  des  singularités  <le  ces 
équations  intégrales  R  =  o  quelques  propositions  précises  (jui 
m'ont  été  très  utiles  dans  l'étude  des  équations  du  second  ordre  à 
points  critiques  fixes  et  surtout  dans  la  recherche  des  intégrales  pre- 
mières des  équations  de  la  Dynamique.  J'y  reviendrai  à  propos  de  ces 
dernières  équations  (voir  le  §  .")9). 

48.  Équations  différentielles  spéciales.  —  Parmi  les  nombreuses  ap- 
plications analytiques  des  propositions  précédentes,  je  citerai  [il,  62] 
V élude  des  équations  différentielles  d'ordre  n  dont  l'intégrale  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

(i)  PiCC,,  ..,C„,. (■,>■)  =  o 
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où  P  est  un  polynôme  [inr  nipporl  aii.i-  roiislanics  (',,,  .  . .,  (!„,  aïKilylitjnc 
en  Xy  y.  Ces  (''(juations  rcnrcrrnoiit  cii  pailinilier'  des  équations 
{voir  %  'M)  (lonl  l'intéEçniIe  y{-r)  est  une  fonction  algébrique  des 
constantes. 

En  m'appnyant  sur  le  tliéorî-me  général  thi  §46,  j'ai  montré  que 
l'intégration  d'une  telle  ècpialion  se  ramène  toujours  à  celle  d'un  système 
différentiel  dont  toutes  les  singularités  non  polaiirs  sont  fixes. 

Ce  système  peut  être  de  la  classe  générale  ou  de  la  classe  singulière. 
Il  sera  sûrement  de  la  classe  générale  et  se  ramènera  par  suite  aux 
(juadratures  ou  aux  équations  linéaires  si,  moyen  nant  une  transl'or- 
mation  (^ITectuée  sur  les  vai'iahles  x,  y,  l'intégrale  généi'ale  }'(.r  )  de 
l'équation  donnée  peut  être  rendue  algébrique. 

C'est  ce  ([ui  a  lieu  notamment  pour  les  équations  du  second  ordre 
dont  l'intégrale  peut  s'écrire 

G,/,  (.r,.r)  +  Cj/J.r,  }■)  +/,(.r,  >')  =  o; 

l'intégration  d'une  telle  équation  équivaut  à  celle  d'une  équation 
linéaire  (résultat  connu  ). 

Soit  donnée,  d'après  cela,  une  équation  diirerentielle  algébrique  dont 
l'intégrale  se  laisse  mettre  sous  la  l'orme  (i  ),  où  P  désigne  un  polynôme  de 
degré  r/o^nc' en  C,,  ...,  C„,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  quel- 
conques de  ,1%  V.  L'et|uation  de  Kummer,  par  exemple,  rentre  dans 
cette  classe.  Proposons-nous  de  reconnaître  si  ï intégrale  générale  d'une 
telle  équation  donnée  (  ^i'  )  est  algéhrirpic. 

La  réponse  est  la  suivante  :  «  On  sait  résoudre  le  problème  ii  l'aide 
d'un  nombre  tini  d'opérations  ou  bien  on  ramène  l'écjuation  soit  aux 
quadratures,  soit  aux  équations  linéaires.  » 

Quand  l'écjuation  est  ramenée  aux  quadratures,  toute  la  question  est 
de  savoir  si  deux  certains  systèmes  d'intégrales  abéliennes  ont  les 
mêmes  systèmes  (primitifs  ou  non)  de  périodes.  Quand  ré(|uation  est 
ramenée  ii  une  équation  linéaire,  il  reste  à  décider  si  cette  équa- 
tion s'intègre  algébriquement.  Ce  problème,  nous  Talions  voir,  se 
traite  algébriquement,  ou  bien  l'on  rami'ue  l'équation  à  une  quadrature. 
D'où  celte  conclusion  :  «  On  sait,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opéra- 
lions,  reconnaître  si  l'éijuation  {^)  s'intègre  algébriquement,  ou 
ramener  l'éii nation  aux  quadratures.  » 
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49.  Equations  liru'dircs.  —  Le  proliliMiie  lU'  l'iiid'-gniliitii  ali;rliri(|ut' 
«les  équations  linéaires  et  lioinoi^ènes  du  douxiènie  orilre  à  coertieients 
l'ationnels.  soit  (  K  ).  a  lait  rdijjel  de  travaux  considérables  dont  les 
conclusions  se  résument  ainsi  :  Etant  ilDunéc  une  équation  (  K  ).  (ui  sait,  à 
l'aide  d'un  nombre  fi/ii  d'opérations,  reconnaître  si  son  intei^rale  est  algè- 
briqueou  ramener  l'équation  à  une  quadrature  e'''  "'''  \  il  reste  ii  décider, 
dans  ce  dernier  cas.  si  cette  <|uadrature  est  algébri(|ne.  Kn  m'appuyant 
sur  les  théorèmes  t'oiidanientanx  de  M.  Jordan,  je  suis  arrivé  |  >, .').  7,  S  ] 
au  même  résultat  pour  uni'  équation  lin.'aire  d'ordre  quelconque  à  coeffi- 
cients algébriques.  La  mélh(ide(|uei "emploie est  pres(|ue  intuil  ive  et  exilée 
le  minimum  de  calculs.  Elle  peiniet  également  de  delerminer  toutes  les 
'nUi^griiXçs particulières  y {x)  aliiel)ri(|ues  ou  dont  la  dérivée  logarith- 
mique est  algébri(]ue;  d'une  façon  plus  précise,  si  l'on  |)ose  ;=  —, 
elle  détermine,  à  l'aide  d'un  nombre  tini  d'opérations,  toutes  les  inté- 
grales algébriques  de  re(iuation  en  ;. 

J'ai  traité  également  la  question  inverse  :  t-'or/ner.  par  exemple, 
toutes  les  équations  linéaires  et  /utmogènes  du  troisième  ordre  à  coefficients 
rationnels  dont  l'intégrale  générale  est  algébnque.  J'ai  donné  une  solu- 
tion explicite  du  problème  en  introduisant  certains  invariants  du  groupi' 
projectif,  où  figurent  les  rapports  de  trois  intégrales,  invariants  (|ui 
généralisent  l'invariant  de  M.  Sdiwarz  relatif;)  la  Iransl'ormalion  Inuiio- 
graphique.  Cette  méthode  correspond  exactement  à  l'elegante  uh'- 
tbode  par  laquelle  .M.  F.  Klein  a  l'é^olu  la  même  (|ueslion  [loiii'  le 
deuxième  ordre.  Il  restait  à  calculer  numéi'i(|uen)ent  ces  invai'ianls 
pour  chaque  groupe  projectif  discontinu  fini  à  ti'ois  variables  homo- 
gènes. C'est  ce  qu'a  fait,  dans  un  intéressant  travail,  M.  Boulanger  (  '  i. 
(]ui  s'estaussi  servi  de  ces  invai'iants  pour  traiter  la  |>i'emii're  (|uestion 
et  limiter  le  degré  de  l'intégrale  supposée  algebri(|ue  (piand  on  se 
donne  l'équation. 

J'ajoute  que  le  problème  de  la  transformation,  l'eiiuation  de  Kum- 
nier  et  toutes  les  questions  qui  s'y  rattachent,  se  généralisent,  pai'  cette 
voie,  de  la  façon  la  plus  naturelle. 

J'ai  étendu  [3,  S]  tous  ces  résultats  aux  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  dont  l'intégrale  dé[iend  linéairement  d'un  noinbie 

(  ')  Thèse;  I*aris,  i8i)8.  Journal  de  l'École  Polytechnique;  i8>j8. 

P.  " 
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lini  lie  consdinles.  La  Lliéorie  prend  une  foriiic  particulièrement  élé- 
i^anlc  pour  les  syslènies  dont  l'intégrale  peut  s'écrire 

--  -  t:i/i('^-- J)  +  Cj/oCj:,/)-^  C,/,(j',y); 

les  invariiiiils  eorr'espondants  avaient  été  déjà  considérés  par  M.  R. 
I.idiiville  il  un  point  de  vue  tout  diirérent,  puis  par  M.  Goursat. 

Entin,  j'ai  étudié  111,  6."{]  les  systèmes  d'équations  dilTérentielles  (|ui 
t^énéraliseiit  l'équation  de  Riccati;  j'ai  montré  notamment  \cuv  equiva- 
Ic/irc  rii^oiireuse  avec  une  équation  linéaire.  C'est  ainsi  que  l'équation 
de  Riccati,  qu'on  peut  toujours  ramener  algébriquement  h  la  forme 

(e)  j'-h  1-+ «(j-)  =  0, 

est  é(|iiivali'nte  ii  re(inali<in 

(E)  z"-\-a{.v)z  —  o; 

car  on  a  nmi  seulement  ■»' =  ^'  mais  encore 


;   =   1   /  ■ —-^ )  (1   011  —    =    ^ ; 

V  (,'•■. -.i-.)(.V:-.r,)  ;,        .>•,-,'■, 

V,,  Vo,  1':,  désignant  trois  solutions  de  (c),  et  ;,,  z.^  deux  solutions 
de  (!']).  Cette  remaiciue  hieii  simple,  (|ui  n'a  pas  été  faite  jusqu'ici  à 
ma  connaissance,  montre  (pie,  si  réi|uation  {O  s'intègre  algéhrique- 
iiiciil,  il  en  est  de  même  de  l'équation  (  E).  Elle  suhsiste  pour  les  sys- 
ti'uies  dili'cienticls  tl'ordre  quelconque  (]ui  généralisent  l'éciuatioa  de 
Riccati. 

50.  Relations  entre  les  équations  différentielles  à  points  critùjucs- fixes 
et  la  théorie  lies  groupes  continus.  —  La  théorie  des  fonctions  m'avait 
déjii  mis  en  contact  avec  celle  des  groupes.  C'est  ainsi  que  j'avais  été 
amené  ii  former  tous  les  groupes  continus  finis  algébriques  (§  19)  et 
leurs  soiis-gioupes  infinis  discontinus  (§  IG);  je  viens  de  dire,  d'autre 
part,  le  rôle  (]ue  j'ai  fait  jouer,  dans  l'étude  des  équations  linéaires,  à 
certains  invariants  du  groupe  projectif.  3Iais  la  manière  dont  les  équa- 
tions il  points  criti(jues  fixes  interviennent  dans  la  théorie  des  groupes 
me  parait  beaucoup  plus  remarquable. 

Je  considère,  dans  l'espace  ii  (/i  -t-  i)  dimensions,  une  surface  aigé- 
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l)ii(|ue  qui  dépend  d'un  paramètre  j\  soit  la  surface 

S(J. .>'.M.r„-,-,,.r)z=o, 

it  je  suppose  qu'elle  admet  un  groupe  tini  continu  de  transformations 
hirationnelles 

,„^  {    Y,=  R,(j,,    .  ..,_)-„,   )„^,,X,  (7,  h, /)  (/  =  !,  2,  .  .  .,«  -Ml, 

^""^  lx  =  .-, 

où  les  R,  sont  rationnels  en  v, v„^,  et  renferment  anal\  tii|uemcn( 

j;  et  les  constantes  a,  h /.  Le  tliéori-me  que  j'ai  ctabli  |'.»;),'.n>| 

s'énonce  ainsi  : 

Les  R,,  reoan/c's  comme  fo/ictioni  de  x.  n'ont  comme  sins^ularilés  mo- 
J>iles  [rana/i/cs  a'.ec  les  a,  h I)  que  des  pôles. 

Ceci  s'applique  en  particulier  lors([ue  la  snri'ace  S  se  réduit  au  plan 
v„^i  =  o  et  que  le  groupe  considéré  est,  par  suite,  un  groupe  de  trans- 
formations de  Cremona. 

Plus  généralement,  considérons  un  groupe  continu  tini  de  la  forinr 

i   ^  ,■=  0,  (  >• ,  y...  u\  a,  h,  .  .  . ,  l)  ((=  I  ,•!,...,//  I, 

'■■'  ix=:,.,     " 

où  les  0,  sont  algébriques  en /,,  ....  v„  et  dépendent  analytiquement 

de  X  et  des  constantes  absolues  a,  b /.  Les  fonctions  g,,  regardées 

comme  fonctions  de  x.  n  'ont  comme  singularités  mobiles  que  des  pôles  ou 
(les  points  critiques  algébriques  et  n  'acquièrent,  autour  des  points  critiques 
mobiles,  qu'un  nouibre  fini  de  valeurs. 

51.  Je  suppose  maintenant  qu'un  système  dillV'rentiel  quelcon(|ue 

(0  J^^=:/,(y,,  •••,/„,  ^)  (;  =  i,-...,  ...,«) 

admet  un  grouix'  continu  transitif  dv  transformations  telles  ([ue  (G): 
le  svstétne  a  toutes  ses  singuhirilés  (no/i  polaires)  fixes. 

Si  le  système  admet  un  groupe  transitif  tel  que  (P),  il  se  ramène 
algébriquement  ii  un  système  dout  les  points  criti(|ues  et  les  points 
transcendants  sont  iixes. 


—  Hï  — 

On  scijiil  IciUr  de  croiir,  ii  proniiiTc  vue,  (rjipirs  lii  nalure  des 
i^roiipcs  (i  et  V,  (jnc  riiit(''i;i';ilc  «riiii  Ici  syslriiic  doive  rciirci'inei'  algé- 
liii(|ii(Mii('iil  SCS  conslantcs.  Il  n'en  est  i-icii.  Il  siiiiit,  |>(Mir  le  voif,  de 
considérer  la  fonction 

y  =  sn.,.(/)  -+-  CiOj,H-  CaWo) 
1         .-r^-/,-;     20J, (,/■),  201, (.(•)  périodes  (le  sn.,.;         ) 
I  //  consl.  umiH'riipie;     (1,  et  C-,  coiisl.  :iiliiti-;iires.   \ 

(k'ilc  l'onction  veiilie  une  é(]nalion  diU'ci'cntifdle  alL;él)ii(|Me  dn 
second  ordi'c  (|ni  se  déduit  aussitùl  de  l'équation  (VIII,  §41)  et  (|ui 
admet  le  groupe  de  transformations  (à  deux  paramètres  a,  b) 

I  — ; 5 l  "  —  rtfili  -t-  yO-).!  ), 

1  —  ry^  sn;.  (^ 


Si  l'on  pose/  =  \/(i  —  J")(i  —  -f;V"),  ^  =.>''.  l'^'S  relations  ainsi  définies 
entre  y,  z,  l  et  Y,  Z,  T  forment  (ponr.r  donné)  un  groupe  do  transfor- 
mations l)iralionn(d!es  en  lui-même  du  cylindre  (de  l'espace  r,  c, /) 

l/éijualion  a  bien  ses  points  critiques  fixes,  mais  l'intégrale  rcnlérnie 
les  deux  constantes  sous  forme  essentiellement  transcendante,  de 
quchpie  manii'rc  (|u'on  les  choisisse. 

J'ai  montré  |'.);5,  *.)!)]  (]u'il  existe  des  systèmes  dilférentiels  analogues 
iV()/-dre  fjiie/co/K/ac,  dont  l'intégrale  a  ses  points  critiques  fixes  et  ren- 
l'ei me  foutes  ses  constantes  sous  forme  transcendante  (de  (|uel(jue  façon 
(jifon  les  choisisse)-  Ces  systèmes  définissent  les  /o//(;//o//.v  abclicnnes 
(cl.  dégénérescences)  rev^ardées  comme  fonelions  de  leurs  modules. 

trest  donc  un  prohli-me  (|iii  s'impose  (|uc  de  reclierchci'  toutes  les 
e(|uations  du  troisiènK!  ordre  (jui  admettent  un  groupe  continu  (G)  à 
trois  paramètres.  Cette  recherche  peut  s'ell'ectucr  (di^ébri(juemeni,  et 
l'on  est  certain  à  l'avance  que  les  équations  ainsi  trouvées  auront 
toutes  leurs  singularités  (non  polaires)  fixes.  Il  est  vrai  que,  en  vertu 
de  la  théorie  des  groupes,  ces  équations  sont  sûrement  réductibles  à 
des  combinaisons  d'équations  linéaires  et  de  (]uadratures;  mais  cette 
réduction  n'est  pas  explicite,  elle  exige  des  inversions,  et  les  Iranscen- 
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(lantes  ;iinsi  détinies  pourront  être  (comme  les  fonctions  t'uchsiennes) 
(les  fonctions  uniformes  d'un  cacactiTc  nouveau. 

J'ajoute  (|ue  si,  dans  les  écjuations  du  groupe  (G),  on  suppose  les 
R,  non  plus  rationnels,  mais  uniformes  en  v,,  .  .  .,  ■>'„_,,  tout  ce 
qui  concerne  \o?,  points  critiques  subsiste;  ces  points  sont  donc  encore 
fixes,  mais  les  singularités  transcendantes  (non  critiques^  peuvent 
être  mobiles.  Il  serait  très  intéressant  de  former  des  systèmes  ditTé- 
rentiels  algébriques  (i)  admettant  un  tel  groupe  transitif  de  transfor- 
mations uniformes.  Mais  tous  ceux  que  j'ai  obtenus  jusqu'ici  s'intègrent 
par  des  combinaisons  de  transcendantes  banales. 

Enfin,  j'ai  été  amené  [93]  ii  considérer  des  groupes  d'une  jiatini'  un 
peu  plus  générale  que  les  groupes  (G)  et  (F),  h  savoir  les  groupes  con- 
tinus finis 

y,  =:  /•,  (  J, y,, ,  j-,  a,  /j,  .  .  .  ,  l)  (  /  r=  1 .  2 ,  .  .  .  ,  «  ), 

X=:  V(X.  r/.A /), 

OÙ  les  /•,  sont  algébriques  en  v,,  —  v„.  analytiques  (ainsi  que  z>)  en 

.r,a,b /. 

Les  systèmes  différentiels  (i)  qui  admettent  un  tel  groupe  transitif 
(systèmes  qui  comprennent  les  équations  de  définition  des  fonctions 
fuclisiennes)  n'ont  pas  nécessairement  leurs  points  critiques  fixes, 
mais,  une  fois  intégré  un  certain  système  d'ordre  /  (y^'i)  (qui  se 
ramène  aux  é(|uations  linéaires  et  aux  (|aadi'atures),  les  fonctions/, 
dépendent  d'un  certain  système  d'ordre  (  u  —j)  dont  toutes  les  singu- 
larités (non  polaires)  sont  fixes. 

52.  J'ai  appliqué  notamment  [KJ,  26,  63]  ces  considérations  aux 
équations  du  premier  ordre. 

Quand  une  équation  du  premier  ordre  admet  un  groupe  continu 

(y)  ^=''(j,  J%«).        \  =  .r, 

oii  r  est  algébrique  en  y  et  analyti(]ue  en  a\  «,  son  intégrale  géné- 
rale y{x)  est  sûrement  une  fonction  algébrique  de  la  constante  v„, 
c'est-à-dire  que  l'intégrale  n'acquiert  qu'un  nombre  fini  de  valeurs 
autour  des  points  critiques  mobiles.  Inversement,  (|uand  l'intégrale 
v(a?)  d'une  équation  du  premier  ordre  est  une  fonction  algébrique  de 


la  ronslanlc,  l"t''(|iiali()ii,  ou  l)ien  s'inli'gro  algébriquemenl,  ou  bien 
adinc'l  un  groupe  continu  (y). 
I,a  translbruialion  piirliculière 

..        A(.r)v^-IU.r) 

m'a  été  également  très  utile  dans  la  l'ormalion  explicite  des  équations 
du  premier  ordre  dont  l'intégrale  est  une  fonction  algébrique  de  la 
constante.  A  cette  transformation,  dont  j'ai  fait  une  étude  complète, 
j'ai  altacbé  deux  espèces  d'invai'iants.  Les  |)remiers  sont  les  analogues 
des  invariants  de  .M.  Appell  relatifs  aux  transformations  (2)  dans 
les(|uelles  Y  est  non  plus  bouiogi'aplii(|uo,  mais  linéaii'c  en  v;  ils 
s'obtiennent  en  faisant  disparaiti'e  le  plus  de  termi's  possible  dt! 
l'équation  transformée;  ils  mettent  en  évidence  des  cas  nombreux 
d'intégralion,  mais  leur  calcul  exige  des  (|uadi'atures,  et  ils  intro- 
duisent dans  certaines  questions  des  constantes  d'intégration  |)ara- 
sites.  Les  invariants  de  la  seconde  espèce  se  calculent  algcbiiquemenl. 
Il  convient  d'employer  l'une  ou  l'antre  es|)l'ce  suivant  la  nature  des 
problèmes.  Comme  application,  j'ai  déterminé  et  intégré  toutes  les 
e(|uations  du  pr(!mier  ordre  qui  admettent  wn^'  transformation  cori- 
liniie  (  2  j. 

Étude  des  équations  différentielles  dans  le  domaine  réel. 

W.\.  Inh'gralitm  (/uan/ild/H-c  des  cquaiioiis  (liffcrciilielles  dans  le  do- 
maine réel.  —  Les  résultats  généraux  que  j'ai  obtenus  sur  les  é(|uations 
différentielles  analvti(iues  ne  perdent  rien  de  leur  importance  quand 
on  se  restreint  au  donuiine  réel.  Ils  contribuent  edicacement  ii  Vinlc- 
i^nition  (]uantitati\'c  des  écjuations  dilferentielles. 

Je  considère  un  système  dilTérentiel  réel 

(S)  '-^  =/,()•,,  ...,_r„,  a-)         (/m.a,  ...,  «), 

où  la  vai'iable  indépendante  o"  est  donnée  (ainsi  (lu'il  arrive  en  .Méca- 
nique). L'intégration  ([uaiilitative  de  ce  système  consiste  :  1"  ii  cal- 
culer l'intervalle  ^r,  <a-„  <,i\,,   dans   lequel   l'intégrale  ,)-,  (x),  ..  ., 
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yr:(->')^   (li'finii!  |»;ii'   les  eoiiilitinns  initiales  réelles  v,  (j*,,)  =  1',' 

v„(.r„)=j'"  reste  eoiitiniie  et  liieii  déteiiiiiiiée;  2"  à  représenter 
l'intégrale  avec  une  approximation  indéfinie  dans  cet  intervalle  v,^v,., 
(jui  sera  dit  domaine  de  rcgii/iinié  de  l'intéi^rale. 

Il  est  bien  facile  (comme  l'a  montré  le  premier  M.  Poincaré  pour  les 
équations  analytiiiues)  de  former  des  développements  de  l'intéi^n'ale 
(|ui  convergent  ;i  coup  sur  dans  tout  l'intervalle  de  trgularilc,  mais  il 
faut  se  garder  de  croire  que  le  prohii'me  de  rintéf;ration  ([uantitative 
soit  pour  cela  résolu.  Sauf  dans  des  cas  tri's  particuliers,  on  n'a,  en 
elfet,  aucun  moyen  de  déterminer  en  fait,  même  approximativement, 
le  domaine  de  convergence  de  ces  développements;  on  ne  sait  ni  dé- 
cider si,  pour  une  valeur  de  .^•  un  |teu  éloignée  de  x^,  les  séries  em- 
|doyées  convergent  ou  divergent,  ni  calculer  (à  supposer  qu'on  soit 
dans  le  domaine  de  convergence)  une  limite  de  l'erreur  commise  en 
arrêtant  ces  séries  ii  un  certain  terme. 

En  réalité,  hi  vérilahle  difficulté  du  problème  ijuanlilatif  consiste  <i 
déterminer,  m-ec  une  approximation  indéfinie,  le  domaine  de  régularité 
de  l'intégrale;  ce  domaine  une  fois  c<Minu,  la  méthode  (|ui  a  permis 
de  le  calculer  fournit  [60,  63J  (de  par  la  nature  même  des  choses )  une 
limite  supérieure  du  reste  des  diverses  séries  convergentes  qui  per- 
mettent de  représenter  l'intcLirale  dans  tout  le  domaine. 

.54.  Détermination  itu  diinuiine de  régiilarili-  des  intégrales.  —  On  con- 
çoit d'après  cela  (|uel  intérêt  il  y  a  ii  savoir  reconnaître  qu'une  inté- 
grale (|uelconque  d'un  système  (S)  ne  présente  dans  un  cham|)  réel 
étendu  (par  exemple,  dans  tout  le  champ)  aucune  singularité.  l*oui- 
fixer  les  idées,  supposons  le  svsti'Uie  (S)  analytique,  et  admettons 
(|u'on  ait  démontre  i.\\\v  l'Intégrale  générale  v,  (.p),  ... ,  ,v„(x)  ne 
présente  dans  tout  le  champ  réel  (jue  des/JÔ/«-;  j'ai  établi  [(j-'J,  1)<S|  que, 
dans  ce  cas,  l'intégrale  se  laisse  représenter  dans  tout  te  e/ntmp  réel  par  le 
quotient  de  deux  séries  de  polynômes  en  r,  dont  les  coefficients  se  calculent 
à  l'aule  de  Xf^,  y",  ....  y"  par  des  dérivations  successives.  On  sait,  d'ail- 
leurs, calculer  une  limite  supérieure  du  reste  des  séi-ies. 

Or  les  méthodes  (|ue  j'ai  développées  dans  le  champ  cotnplexe  ont 
justement  pour  objet  de  décider  s'il  existe  ou  non  des  singularités  non 
polaires  de  l'intégrale  :  il  suffit  tie  les  appliquer  au  champ  réel. 
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l'oiUiihrt'Lirr',  je  me  liiiiilciai  aux  (■■(|iialions  lUi  preinici'  et  du  sccdiid 
ordre  résolues.  Je  eonsidi'ie  d'aliord  l'é([uatioii 

(I)  y=f(y..r), 

ihiris  liKjucllv  f  (Icsifinc  une  fonction  tiiitfornip  cl  holomorplic  pour  x  cl  y 

rik'ls  cl  hUc  ijuc  ht  foiiclinn  :■'/(  -_  >  -r  )  soil holnmorphc pour  z  =  o  cl  .v réel. 

\j-  llieori'ine  I  du  J^  2i!  (un  peu   uioditié)  montre  (\\H'  l'intégrale  gé- 
nérale de  {  I  )  n'a,  pour  .r  réel,  (|ue  des   jtoles.    On  sail  donc  inlègrer 
(juanlUahvcincnl  celle  c<pi(tliun. 
(lons'nh'i'ons  de  même  re(|ualion 

(M  )■":-- li(i ',)•,. r), 

où  \\  (Si  une  Jrdclion  ralionni lie  en  y  ,  y,  .v.  La  mélliode  (|ue  j'ai  em- 
ployée pour  former  les  é(|ualious  ii  points  eriti(|ues  tixes  suftit  à 
exprimer  (|ne  l'intégrale  (le  (2)  n'a  dans  le  eliamp  réel  (|ue  des 
p("des.  Restreignons-nons,  par  exemple,  aux  e(|uati()ns  de  la  f'oiTne 


(3) 


Q{.V,.r)' 


je  su]>pose  (jue  P  et  Q  sont  deux  polymunes  ré(ds  vwy.  x,  l'espeetivemeut 
de  de^re  p  et  y  en  v.  et  (pie  Q  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  réelle 
de  ,r,  V.  Pour  (| ne  les  intégrales  ré(  Iles  de  (  i  )  n'aient  comme  singu- 
larités (|ue  des  p()ies.  il  l'aul  d'aliord  (jue/>  soit  au  plus  égal  à  q  4-3.  Si 
p':<]^  1,  (Hi  rentre  dans  un  cas  connu  où  les  intégrales  l'estent  conti- 
nues (]U(d  (pie  soit  a-.  Si/;  :i^  (/-i-  2,  il  faut  de  plus  et  il  suftit  (j  ne  l'ec]  na- 
tion soi!  réductible  par  une;  transformation 

■^    =;  >.(.;■  ir  +  ;/(.'■),  X  ~  ^(.r) 

il  la  suivante  : 

A,\)Y  7^1'+/,, (\)V  ■/--■2.^... 


Vy.'  =  6Y-+  «(X)  4- 


V'-r-(.-(X)V'''-'-H., 


avec  la  conditi(ni  —    -i-  /;(X)sho.  Si  l'cquallon  donnée  (3  )  sciliifiiil 

à  celle  eondilion  (ce  (|ue  l'on  reconuait  pres(|iie  sans  calcul  ),  son  inie- 
firalion  ipuinlilolive  est  (icluvée. 

Ij's  conditions  s(uit  aussi  simples  (|uan(l  ou  a  p  =  ij  ^  '5. 

Nous  av(Uis  admis  (|ue  les  équations  dillérentielles  sont  ««rtA //i/z/o-; 
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CL'Ue  restriction  n'est  nnllement  nécessaire.  Il  snffit  de  suhstidier  an 
calcul  des  limites  la  méthode  de  Cancliy-Li(ieliitz  pour  étendre  tons  les 
résultats  aux  équations  réelles  quelconques.  Admettons,  pai'  exemple, 
(|ue,  dansré(|uation  (  i  ),/soit  simplement  une  fonction  réelle  de  a-,  v, 

continue  ainsi  que  j-  l'O'"'  ■*'  ^'f  J  réels;  admettons  de  [dus  ijue  la 

l'onction /|(r.  .r)^i^z-/(  [^xj  satisfasse  aux  mêmes  condilicns  :  toute 

intégrale  de  V équation  (i)  est  représentée,  giiel que  soit  x.  par  le  (pioliertl 
de  deux  séries  uniformément  cornergentes,  dont  les  termes  ne  se  calculent 
plus  par  des  dérivations,  mais  par  des  opérations  d'approximations. 

55.  Développement  des  intégrales  dans  le  domaine  réel.  —  Le  do- 
maine de  régularité  d'une  intégrale  une  fois  connu,  quelle  est  la 
meilleure  représentation  (iu'(hi  en  puisse  donner?  Pour  m'en  rendi'e 
compte,  j'ai  comparé  et  discuté  [S2.  S3J  les  diverses  métiiodes  d'ap- 
proximations que  comportent  les  éijuations  différentielles,  en  cdm- 
mençant  par  la  plus  élémentaire  et  la  plus  naluicllc  de  loulçs,  la 
méthode  de  CaucJiy-Lipchitz  (  '  ). 

J'ai  montré  que  cette  méthode  permet  de  retrouver  tonte  propriété 
qui  résulte  d'une  quelcon(|ue  des  autr'cs  méthodes:  mais  sa  piopi'iété 
la  ])lus  remarquable,  c'est  (jrr'clle  converge  dans  tout  le  dorrraine  de 
régularité  de  l'intégrale  (  '  ). 

Pour  préciser,  pi'cnons  une  equa(i(in  de  premier  oi'dre 

in'i  /  a  une  détermination  unii|uc  en  tout  point  r'éel  de  la  surface 

S(.r,  .V, -^)=o; 
moyennant  une   trarrsl'ormation  effectuée  sur  v.  ;,    il  est  loisible  de 

('  )  J'ai  développé  ceUo  discussion,  ;iinsi  (|iio  li-s  propriétés  de  la  mélhode  do  Caucliy- 
Lipchitz  et  leur  aijplicalion  aii\  C(iuations  de  la  Mécanique,  dans  une  suite  de  Leçons  pro- 
fessées au  Collège  do  France  (janvier,  février  iSgj).  mais  jo  n'ai  publié  ces  résultais 
tpron  juin  1899,  après  la  Note  citée  oi-dcssous  de  M.  Picard. 

(-)  M.  Picard  a  applicpié  celte  propriété  au  domaine  complexe  dans  une  Noie  des 
Comptes  rendus  {\\m\  \'^(!l()). 

P.  12 
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supposer  (|ii('    ((Uil<'s    les    sections    de    celle   surface    par    les    j)lans 
,t:  =  const.   soni   rerinées.  Enfin,  je  puis  sulistiluer  à  l'équalion  ( e)  le 
svstènie  (conipalil)le  avec  S:=o) 

J'appelle  point  régulier  du  système  (cr)  tout  point  M  tie  la  surface  S 
tel  (]u"en  ce  point  et  dans  le  voisinage,  les  fondions  o  el  /  soient 
coulinues  et  aient,  pai'  rapjtort  ;i  v  clii  :,  des  dérivées  premii'res  con- 
liuues;  j'a[ipelle /;('////  irregiilier  t\\\  système,  loutpoint.M,  de  S(jui  ne 
satisfait  pas  ii  ces  conditions.  Enfin,  j'appelle  «y/// </e  ,f/«^7//rt/7/c  d'un 
point  (|uelconfjue  {x,r.z),  la  distance  niinima  o  de  ce  point  aux 
points  irréguliers  >!,.  Toute  intégrale  ,v(.»),  z(j:')  ilu  système  repré- 
sente une  courbe  tracée  sur  S.  Quand  x  varie  de  x,,  à  .r,,  je  dirai 
(|ue  celte  inléijralc  reste  régulière  si  les  fonctions  v'(.r),  :;{.r)  restent 
continues  et  si  la  courbe  ijuclles  représentent  ne  passe  par  aucun  des 
points  irréiiuliers  M,.  Quand  l'intégrale  cesse  d'être  régulière  pour 
x^=^a\,  en  général  linléi^rale  devient  discontinue  ou  mal  déterminée, 
dette  terminologie  admise,  j'ai  fait  voir  que  la  inclhode  de  CaucJiy- 
Lipe/u/z  converge  deins  tend  r iiilerealle  où  l' intégrale  définie  par  le  point 
(x„,  j'„,  =„;  est  régulière. 

(.ette  propi'iété  et  ces  dctinilions  subsistent  (|uand  le  système  tlill'é- 
l'cntiel  est  d'm-di'c  n  et  porte  sur  n  fonctions  }\x),  ^(.r),  .  .  .;  les 
intégrales  i'e|irésentent  alors  des  eourbes  de  l'esiiace  ii  ( n  -+-  ■!  )  dimen- 
sions situées  sur  une  surface  [ii  ( //  +  i  )  dimensions]  de  cet  espace. 

Quand  on  substitue  ii  la  métbodc  de  (iaucliy-fJ|)cliilz  la  méthode 
d'approxintalions  sueeessnrs  de  M.  J'ieard.  les  résultats  sont  bien  dif- 
férents :  la  méthode  peut  converger  (|uel  (jue  soit  x,  ou,  au  contraire, 
converger  seulement  dans  nu  intervalle  moindre  (|ue  le  diamètre  de 
convergence  de  la  série  de  favbu'  (|iii  représente  l'intégiale  autour 
de.r,,.' 

Enfin,  si  les  e(|uations  (n)  sont  anahti//ues.  nu  peut  représenter 
l'intégrale  dans  tout  le  domaine  oii  elle  est  holoniorphe,  soit  ii  l'aide 
d'un  ])aram('tre  auxiliaire  connue  le  fait  M.  Poincaré,  soit  eu  dévelop- 
pant v(a;),  z{x),  ...  en  séries  de  polynômes  composés  linéairement 
avec  v(>r„),  Y'(xa),  ... ,  et  =(.r„),  z(xo) J'ai  dit  plus  haut  (§  10  ) 


—  91   — 

lu  relation  qui   existe  entre   les  premières  séries  que  j"ai  employées 
il  cet  effet  et  les  beaux  développements  de  M.  Mittag-Lelïler. 

Mais  ces  développements  analytiques  sont  d'une  formation  extrême- 
ment compliquée,  en  sorte  que  la  méthode  de  Cauchy-Lipchitz  appa- 
raît comme  la  plus  simple  et  aussi  comme  la  plus  plastique.  11  convient 
de  remarquer,  en  effet,  qu'elle  peut  se  comliiner  heureusement  avec 
les  autres  méthodes  d'approximations:  son  |)rincipe  cdusiste,  comme 
on  sait,  à  décomposer  l'intervalle  fini  r^x  considéré  en  intervalles  de 
plus  en  plus  petits:  dans  chacun  de  ces  intervalles  partiels,  il  est 
loisible  de  remplacer  les  approximations  de  Cauchy  par  des  approxima- 
tions plus  rapides,  du  moment  que  l'intervalle  est  assez  petit  pourtjue  la 
convergence  des  nouvelles  approximations  soit  assurée.  Par  exemple, 
si  l'on  appli(jue  la  méthode  de  Cauchy-Lii)chitz  au  problème  des  trois 
cor[)s.  il  est  loisible,  dans  les  int('rvalles  partiels  rendus  suftisamment 
petits,  d'emplover  les  développements  tiiLconométriques  de  la  >Iéca- 
nique  céleste. 

5(j.  Sin^iiidritcs  des  inlcgra/es  (/ans  le  domaine  réel.  —  Mais  quel  (|ue 
soit  le  mode  de  développement  qu'on  emploie,  ce  ne  sera  jamais  que 
dans  des  cas  tout  à  fait  exceptionnels  que  la  foi'mation  de  ce  dévelop- 
pement permettra  de  délei'miner  son  intei'valb'  de  convergence,  il  im- 
porte tlonc  de  se  rendre  com[)te  avec  précision,  par  une  étude  directe 
des  équations  différentielles,  des  diverses  circonstances  (|ui  peuvent 
interrompre  la  régularité  de  l'intégrale. 

Si  l'intégrale  v(,r),  z(.v)  ...  cesse  d'être  régulière  quand  x  atteint 
la  valeur, r,.  deux  hypothèses  seulement  sont  possibles:  ou  bien  le 
point  (.r.  V,  ;,  ...)  tend  vers  un  point  irrégulier  (situé  sur  la  courbe 
fermée  a^  =  .r,  de  S):  ou  bien  v(.r).  z(.r).  ...  deviennent  discontinues, 
c'est-à-dire  que  le  point  (.v,y,  :,  ...  )  ne  tend  vers  aucun  point  limite 
sur  S  quand  .r  tend  vers  x,.  Dans  ce  dernier  cas,  la  valeur. r,  est  dans 
le  domaine  réel  une  singularité  essentielle  de  vi  .r  ),  ;(  .r  ) 

L'existence  possible  de  singularités  essentielles  dans  le  domaine 
réel  semble  avoir  échappé  à  l'attention  des  géomètres.  J'en  ai  appro- 
fondi la  nature  [.w,  63].  J'ai  montré  que  quand  x  tend  vers  une  telle 
valeur  .r,,  \'écar/  de  singularilé (^ .'>'))  du  point  (  r,  v,  r,  ...)  tend  vers  o; 
il  suit  de  lit  que,  dans  le  cas  du  ])remier  ordre,  les  singularités  essen- 
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licllos  fdiiicidciit  nrccssiiirciiiont  iivcc  les  valeurs  lixes  .r,  telles  que  le 
iihui  ./■  =  .)•,  ei)U|)(!  S  suivanl  uue  ligue  de  poiuls  irréi^uliers  du  sys- 
li'uie.  Di's  (|ue  Tordie  diiréi'enliel  dépasse  l'uuilé,  nue  valeur  .t  =  x, 
(|iiel((iu(iiie  peut  être  sinLîularité  esseutielle  de  eerlaiues  iulégrales. 
('/est  ce  (]ui  ari'ive,  par  e\eui|)le.  pour  le  sysiiMue 

(/y  c/z 

-r--^ii:,  -7---  —  (/>,  II' =^  u- 

d.r  a.r 

ipii  adiuet  les  iutéi;rales 

r  =- eosl(ii,'(x  —  .r,  ),         ;  =:  ?inlog(.r  —  .r,),         «  r= 

Dans  le  eliaiuj)  lécd  eorume  dans  le  champ  complexe,  l'existence 
itossible  de  telles  singularités,  que  rien  ne  met  en  évidence  sur  les 
é(|uati()us  (lidei'eulielles,  constitue  uu  des  plus  gi'aves  obstacles  qui 
s'opposent  ;»  l'intégration  (|uantitative  dans  les  problèmes  où  la  variable 
indépendante  a-  est  donnée  (  '  ).  C'est  ce  (jui  fait  l'iiiférèt  de  ce  théo- 
rème : 

Qiici/i  I  les  points  ii/T^u/irrs  du  système  sont  isoles  sur  la  surface  S 
ou  forment  sur  S  des  cour //es  {à  une  dimension),  l'intégrale  y  {^x), 
'■(x),  ■■■  rie  saurait  présenter  de  singularités  essentielles  mobiles. 

Ôr,  en  changeant  les  fonctions  sans  changer  la  variable  indcpen- 
dante,  on  peut  toujours  satisfaire  à  la  coiuliliou  du  théorème.  Le  chan- 
gement de  fondions  se  détermine  d'ailleurs  Iri's  simplement  sur  le 
système  diilëreuticd  lui-même.  Si.  par  c.remple,  le  système  est  algébrique, 
moyennant  un  cliangernenl  algèbrif/ue  eo/nenablc  des  fonctions,  on  est 
certain  <]ue  le  nouveau  système  n'a  /dus.  dans  le  champ  réel,  de  singularités 
essentielles  mobiles. 

C'est  en  m'appuyanl  sur  ce  ihéAm-mc  qiw  J'ai  ramené  C^lVi)  l'étude 
analytique  des  singularités  essentielles  mobiles  <)  l'étude  des  singularités 
transcendantes  ordinaires  dans  le  champ  réel. 

Quand  il  n'existe  aucun  point  irrégulier  sur  S,  l'intégration  quantita- 


(•)  Quniiii  on  s'occupe  seulement  de  la  forme  des  courbes  définies  par  le  système dilTé- 
renlicl  dans  l'espace  Oxj:...,  il  suffît  de  choisir  convenablement  les  plans  coordonnés 
pour  faire  disparaître  les  singularités  essentielles  de  .r(.)),  :(.r) 
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tive  s'ellccUn'  aiséiiu'iit  dans  tout  lo  doiiiaiiu'  rrel.  (Jiiainl  de  tels  points 
existent,  mais  ne  (h)nncnt  naissance  pour  l'iiitéiirale  qu'il  des  sinjiu- 
larités  algébriques,  —  ce  que  les  niétiiodes  (|ue  j'ai  déveIo|q)ées  ont 
pour  objet  de  reeonnaitre,  —  on  |ieut  ealciiler  avei:  une  a|)proximatioM 
indéfinie  le  champ  de  régularité  de  l'intégiale  (|ui  ré[)ond  aux  condi- 
tions initiales  données. 

57.  Résolution  imparfaite  du  problème  quantitatif .  —  Quand  l'inté- 
grale générale  présente  dans  le  cliamp  réel  des  singularités  mohiles 
(essentielles  ou  transcendantes),  ou  quand  on  est  incapable  de 
démontrer  qu'elle  n'en  présente  pas.  j'ai  pu  du  moins  [82]  donner  du 
problème  quantitatif  une  sorte  de  solution  impai'l'aite,  niaissusceptible 
de  rendre  de  réels  services.  Sous  sa  l'orme  la  plus  précise,  le  théorème 
qui  réalise  cette  quasi-solution  s'énonce  ainsi  : 

Soient  .ï\,,  y  a,  :-^,.  ...  <ies  candi  lions  initiales  données,  x',  une  valeur 
donnée  quelconque  de  x,  t  et  o  deux  quantités  choisies  aussi  petites  qu'on 
veut.  Après  un  nombre  fini  d'opérations  (nombre  dont  il  est  facile  de 
fixer  le  maximum  ii  l'avance ),  on  peut  calculer  l'intégrale  yfx), 
r(.z'),  ..  .  avec  une  approximation  î  (  ')  dans  l  intirvallc  .i\,x,,  ou  bien 
affirmer  que  l'écart  de  singularité  du  point  (x.v,  :■.  ...)  est  devenu. 
dans  cet  intervalle,  moindre  que  c. 

Il  n'est  même  jias  nécessaire  que  les  conditions  initiales  soient 
connues  exactement,  mais  seulement  avec  une  approximation 
r,  (■/]  <  £  et  ■<  S).  Cette  remarque  est  importante  pour  les  applications. 

Ce  théorème  est  une  conséijuence  bien  simple  de  la  méthode  de 
Cauchy-Lipchitz.  J'y  reviendrai  à  propos  du  problème  des  trois  corps. 

(1)  J'entends  [lar  là  (iiic  la  lli^ta^ec  de  la  |iiisition  calculée  du  poiiil  (  r.  y,  z,  . . .)  à  sa 
position  exacte  est  moindre  que  e.  et  cela  pour  toute  valeur  do  x  comprise  entre  .c,,,  ./'i. 


QUATRIEME    PARTIE. 

MliCAMIjClC    HATIONNELLK    ET   MÉCAMOUK    CÉLESTE. 


Intégrales  premières  de  la  Dynamique. 

.iS .  Thèorrmrs  sur  /es  intégrales  premières  algébriques  par  rapjwrt  aux 
vitesses.  —  [.es  iiropositions  générales  (|ue  j'ai  oljtéiuies  sur  les  équa- 
tions (liHerentielles,  ([u'elles  embrassent  le  domaine  complexe  ou  se 
lestreignenl  au  domaine  réel,  comporlenl  de  lies  nombreuses  applica- 
tions aux  é([uations  de  la  Mécani(]ue  ralionnelle.  j'indiquerai  ici  les 
plus  importantes  et,  tout  d'abord,  celles  qui  se  rattaclient  ii  la 
recherche  des  intégrales  premières  de  la  Dynamique. 

Plusieurs  des  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  [28,  (511  sont  relatifs 
aux  intégrales  premii'res  quelconques.  Mais  c'est  surtout  aux  intégrales 
algébriefues  jmr  rapport  aux  vitesses  que  je  me  suis  attaché  \(\\,  1  \\. 

Ou  sait  le  loie  (|nc  jouent  ces  intégrales  dans  une  foule  de  pio- 
i)lèmes.  l'illes  ont  de  plus  la  pi'Opriété  bien  l'emaïquaiiie  degarder  leur 
(caractère  (luand  on  substitue  aux  paramètres  qui  définissent  la  posi- 
tion du  svsti'me  matériel  d'autres  paramètres  (juelconques. 

Je  me  place  dans  le  cas  où  les  liaisons  et  les  forces  sont  indépen- 
dantes des  vitesses  et  du  temps.  Le  mouvement  du  système  matériel  est 
alors  délini  par  un  système  dilTérenliel 

(I)       .!■;  =  II,  (.'■;,  ...,.r;,;  .r,, r„)-|-k,(.r,,  .  .  . ,  .r„  )      •  (  /  =:  i,-,  ...,«), 

OÙ  les  II,  sont  des  (ormes  quadratiques  en  x\ .)■;,.  J'admettrai  (jue 

les  n,  et  les  K,-  renferment  algébri(iuement  les  pai'amèties  .r,  mais  il 
suffît,  pour  la  suite,  que  ces  derniers  figurent  analyliciuement. 

[.es  intégrales  premières  algébriques  par  rapport  aux  vitesses  se 
lamènent  aux  intégi'ales  rationnelles,  (cherchons  donc  a  déterminer 
les   intégrales  premières   de  (i)  rationnelles  et  de   degré  donné  en 

x\ , i'\,,  soit 

\\{.r' (•;,  ;  .r, r„,  l)  —  const. 
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Les  théorèmes  gt''iiéi'aiix  du  :;  46  montrent  aussitôt  [di  |  (jue  ces  inté- 
grales (si  elles  existent)  dépendent  d'un  nombre yi>(/ de  constantes,  et 
(juc  R  ne  peut  admettre,  dans  le  champ  des  .r,  que  des  singalarilés  po- 
laires en  dehors  des  valeurs  des  x  pour  lesquelles  les  seconds  membres 
de  (i)  cessent  d'être  réguliers.  (]es  valeurs  sont  données  par  une  cer- 
taine relation  algéhriijue  connue 

r.  (./■ r„)  —  o. 

Les  intégi'ales  11  —  const.  se  laissent  donc  définir  par  un  svsti'Uie 
<liiréientiel  ordinaire  à  singularités  (non  polaires)  fixes.  Quand  ces 
intégi'ales  sont  entières  en  a-',, r^',  ce  dernier  système  est  simple- 
ment un  systi^me  lincaiie;  mais  quand  elles  ion[  fractionnaires,  le  sys- 
tème en  question  peut,  a  priori,  être  de  la  classe  générale  ou  de  la 
classe  singulière;  c'est-à-dire  que  R  peut  renfermer  ses  constantes  sous 
foi'me  algébrique  ou  transcendante.  ^Mais  qitand  t  ne  figure  pas  dans 
l'intégrale,  une  relation  bien  remarquable  ffii,  74]  existe  entre  les  inté- 
gralesR  =  const.  de  { i)  et  les  intégrales  du  même  systf'me  sans  forces 
[système  (i)  où  les  K,  sont  nuls],    i  ne  f)is  calculées,  en  cjfci.   toiitts 

les  intégrales  premières  de  la  forme  \\{.v\ x'^/,  x, v,,')  =  const. 

du  .iysté/ne  sans  forces,  les  i/itégrales  analogues  de  (  i)  n'exigent  plus  (pu- 
des  quadratures,  quelles  que  soient  les  forces. 

En  particulier,  si  les  intégrales  R  =  const.  du  système  sans  forces 
renferment  algébriquement  leurs  constantes,  il  en  est  de  même  encoi'e 
quelles  que  soient  les  forces. 

.)9.  Cas  où  les  géodésiques  du  systéfne  sont  ali^ébriqucs.  —  \ln  cas  tri's 
important  est  celui  où  les  géodésiques  du  système  (trajectoires  qui 
correspondent  au  mouvement  sans  forces)  sont  rt/^'cTi/vV/^^j.-;  j'ai  montré 
(|u'alors  les  intégrales 

lî  (,/■■,,  .  .  .,  .<•;,;  .r, .(■„.)  =  COU  si. 

du  système  sans  forces  sont  aussi  algébriques,  et  que.  par  suite,  ces 
intégrales  renferment  algébriquement  leurs  constantes  quelles  que 
soient  les  forces;  leur  détermination  dépend  d'une  équation  différen- 
tielle linéaire.  Enfin,  écrivons  l'intégrale  R  ainsi 
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oii  les  I',,  Q,  sont  des  fbrtnos  de  déliré  /  en  .r, ,  ....  .r'^^;  les  égaillés 
|>^  =  o,  Q,„  —  o((|ui,  dans  tons  les  cas,  sont  des  éijnations  intégrales 
du  svstf'me  sans  forces)  sont  ici  nécessaiienient  algéhi'iqnes  (  '  )  en 
.r,,  ....  ,r'„.  Ces  divei's  tliéoi'èrnos,  dont  li's  a[)plications  sont  illiniitées 
(application  aux  systèmes  de  points  lihri's,  au  coi'ps  solide  fixé  par  nn 
|)oint,  etc.),  ne  se  laissent  démontrer  (in'ii  l'aide  de  considérations 
fort  délicates  de  la  théorie  des  fonctions. 

C'est  ici  que  commence  le  rôle  des  ct/iai/i'ons  inlrgrah-s.  Admettons 
(|nc,  dans  le  systi'me  (i)  snpposé  réel,  ou  ail  mis  (ce  qni  est  toujours 
l»()ssil)le)  les  seconds  membres  sous  forme  de  fractions  rationnelles 
réelles  en  (.r,,  .(\,  ...,.r„.  s),  r  désignanl  une  rei'hiine  ii'rationnelle 

3  =  9(.r,,  ...,x„). 

Pour  que  le  système  (i)  admette  des  intégrales  fractionnaires 
\\  =  const.  irréductibles  à  des  intégrales  entières,  il  faut  que  le  môme 
système  sans  forces  possède  des  é(|uations  intégrales  P  =  ()  dont   le 

premier  membre  soit  liomogi'ue  et  entier  en  .v\ .(„.  lationnel  et 

réel  en  r,.  . . .,  x„,  z,  et  ne  devienne  pas  une  inlégi-ile  première  quarul 
on  le  mulli[tlie  par  un  facteui'  convenable  "A(^.r,,  ...,  .i;,). 

Un(î  étude  approfondie  |64.  71J  des  équations  intégrales  (algébriques 

en  :r\ a\)  et  de  leurs  sin^iihirilcs  dans  le  champ  des  a-,,   . . .,  j:-„, 

m"a  donné  (en  outre  de  nombreux  résultats  utiles  dans  la  théorie  des 
équations  dilTércntielles  )  des  règles  très  simples  pour  rcconnaîti'c, 
une  fois  l'irrationnelle  z  donnée,  si  un  système  (  i)  sans  forces  pos- 
si'de  des  é(|uations  intégrales  île  l'espi'ce  P  =  o. 

Appli(juées  au  mouvement  d'un  système  quelconque  de  points 
libres  soumis  ii  des  forces  (|ui  dépendent  rationnellement  (ou  .même 
sont  fonctions  uni  formes)  des  coordonnées,  ces  règles  montrent  (]ue 

l'i  II  jieul  exister  dos  éqnalions  inlcgrales  algcl)riques  en  .r',.  ....  x'„  el  traii^oen- 
(laiiles  on  .'"i r„.  SI,  par  exemple,  on  considère  le  syslcnie 

d-x  d\) 

les  i^cddésiqnes  sont  les  droites  du  |il.\n,  et  si  l'on  appelle  in.v.y)  la  fonelion  délinie  par 
une  relation  telle  que  y  —  ux  —  c" ,  réj;alité  transeendantc  y' —  ux'  =  o  est  nne  éqnation 
intéi,'rale  du  système  sans  forces.  .Mais  I*^=  o,  Q,„  =  o  ne  pensent  roineider  a\ee  de 
lelles  iMpiations  intégrales. 
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toute  intégrale  première  du  mouvement  rationnelle  par  rappoit  aux 
vitesses  est  une  eombinaison  d'intégrales  entières. 

Le  mouvement  d'un  solide  fixé  par  un  point  prête  à  une  conelusion 
analogue.  D'une  manière  générale,  dans  la  plii{)art  des  problèmes 
naturels  où  les  géodésiques  sont  algébriques,  le  grand  intérêt  de  la 
métbode  est  de  ramener  la  recherche  des  intégrales  premières  rationnelles 
par  rapport  aux  vitesses  à  celle  des  intégrales  entières. 

Appliquées  nu  problème  des  n  corps,  les  mêmes  considéraiions  mon- 
tr£nt  [74]  que  (en  dehors  des  conibinaisons  des  intégrales  classi(/ues)  il 
n'existe  aucune  intégrale  première  algébrique  par  rapport  au.v  rit  esses. 
<lu  moment  que  trois  au  moins  des  masses  ne  sont  pas  nulles.  .M.  Bruns 
avait  démontré  tout  diiïéremment  un  tliéorème  analogue,  mais  plus 
restreint,  en  supposant  les  intégrales  algébriques  à  la  fois  par  rapport 
aux  vitesses  et  aux  coordonnées. 

Les  résultats  que  j'ai  obtenus  sui-  les  équations  intégrales  établissent 
même  que  le  problème  des  n  corps  [où  trois  au  moins  des  nuisscs  ne  sont 
pas  n(/lles)ne  comporte  aucune  équation  intégrale  algébnijue par  rappoit 

au.x   vitesses  et  analytiques  en  x^, r„,   /  (en   debors  de  eelles  ijui 

sont  conséquences  des  intégrales  classi(jues). 

Il  suit  de  H»  (jue  les  conditions  pour  qu'il  y  ait  choc  entre  deii.v  des 
coq)s  au  bout  d'un  temps  fini  ne  sauraient  être  algébriques  (coniUK!  cer- 
tains astronomes  étaient  enclins  à  le  penser).  Elles  ne  sauraient  même 
se  traduire  par  des  relations  algebri([ues  relativement  aux  vitesses  et 
transcendantes  relativement  aux  coordonnées. 

Il  est  intéressant  de  noter  le  rôle  décisif  que  joue  la  tliéorie  des 
fonctions  dans  des  problèmes  (|ui  ne  semblaient  relever  qui'  de  calculs 
inextricables. 

60.  Intégrales  pre/nr-res  uni/ormes  par  rapport  aux  vitesses.  —  J'ai 
étudié  aussi  [64]  les  intégrales  premii-res  (|ui  sont,  non  plus  ration- 
nelles, miùs  uniformes  [)-tiv  vn\)[)oil  aux  vitesses.  Les  tliéorènies  géné- 
raux du  §  47  conduisent  aisément  ii  la  conclusion  suivante  : 

Ne  donnons  aux  quantités  x] ,  j:,,  /que  des  valeurs  réelles,  et  admet- 
tons qu'une  intégrale  première  p(x'', ,  ...,  .r[,,  a, , i„,  /  )  ^^  const.  soit 

une  fonction  uniforme  des  x  dans  le  cliamp  réel,  et  dépende  analyli- 

quement  des  j?,,  t.  Les  singularités  critiques  de  p  (^dans  le  cliamp  réel) 

P.  '  i3 
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coincideiU  néccssaircinenl  avec  les  valeurs  x,,  ....  x„,  pour  lesquelles 
le  système  (i)  cesse  d'être  régulier.  Quand,  dans  l'espace  a;,,  ...,a-„, 
ces  points  exceptionnels  forment  un  ensemble  ;i  (n  —  j)  dimensions 
(  y^  -i),  l'intégrale  p  est  nécessairement  uniforme  dans  tout  le  champ  réel 
(tes  a:'.  ,r,  /. 

(k'tte  dernière  reniar(|ue  s'applique  en  particulier  au  problème  des 
n  corps.  Elle  entraine  [74,  91]  cette  conclusion  qui  généralise  un 
résultat  bien  connu  de  M.  Poincaré  : 

Toute  intégrale  première  du  juoblème,  uniforme  par  rapport  aux  ri- 
tesses,  est  une  conséquence  des  intégrales  classiques. 

Toutefois,  cette  proposition  n'est  établie  (contrairement  à  ce  (|ui 
se  passait  pour  le  tbéorème  de  M.  Bruns)  que  si  on  laisse  les  masses  ar- 
bitraires :  il  n'est  pas  certain  qu'elle  ne  puisse  être  en  défaut  pour  des 
valeurs  particulières  des  masses. 

Intégration  quantitative  des  équations  de  la  Dynamique. 

61.  Equations  dont,  l'intégrale  générale  est  unformc.  —  Il  est  clair 
(ju'on  peut  appliquer  aux  équations  de  la  Dynamique  les  méthodes  d'in- 
tégration que  j'ai  développées  pour  un  système  différentiel  quelconque. 

Tout  d'abord,  on  peut  étudier  (90,  98  J  les  cas  où  l'intégrale  générale 
d'un  système  (i)est  uniforme.  C'est  ainsi  que  la  méthode  que  j'ai  em- 
ployée pour  former  les  équations  du  second  ordre  à  points  critiques 
fixes  permet  de  résoudre  de  la  manière  la  plus  naturelle  et  la  plus 
simple  le  problème  de  M'"'"  Kowaleski,  en  lui  donnant  même  un  énoncé 
plus  général  : 

Déterminer  tous  les  cas  où  le  mouvement  d'un  solide  pesant  Jixé par  un 
point  est  dé/ini  par  des  fonctions  uniformes  de  t  {^'  ). 

Cette  généralisationjie  conduit  d'ailleurs  à  aucun  cas  nouveau. 
Mais  les  pi'oblèmes  qu'on  réussira  à  intégrer  ainsi  seront  forcément 
exceptionnels.  Au  contraire,  l'intégration  quantitative  restreinte  au 

(,')  M'"'  Kowaleski  suppose  les  foncUons  nicroniorphcs  ou,  plus  ciaclcmciU,  uniformes 
et  douées  de  pôles. 
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champ  réel  pourra  s'ofTectuer  [60,61,63]  pour  des  classes  très  étendues 
de  problèmes.  J'en  indiquerai  quelques-unes. 

62.  Intégration  quantitative  et  singularités  dans  le  champ  réel.  —  Je 
considère  un  système  matériel  S  soumis  à  des  liaisons  et  à  des  forces 
qui  sont  indépendantes  des  vitesses  et  du  temps.  Le  mouvement  de 
ce  système  est  défini  par  les  équations  (i),  où  je  ne  suppose 
plus  les  seconds  membres  analytiques  en  a-,,  ...,x„.  Ces  équa- 
tions sont  dites  régulières  pour  J7,  =  a, ir„  =  a,,  quand  les  seconds 

membres  sont  des  fonctions  de  a-, a-„  à  dérivées  premières  continues 

dans  le  voisinage  de  (a,,  . ..,  a„).  Une  position  du  système  S  est  dite 
régulière  si,  moyennant  un  choix  convenable  des  paramètres  x,  les 
équations  du  mouvement  sont  régulières  pour  les  valeurs  des  x  qui 
correspondent  à  cette  position. 

Ceci  posé,  admettons  que  toutes  les  positions  possibles  de  S  soient 
régulières  et  que  les  forces  qui  s'exercent  sur  chaque  point  restent  (')  en 
valeur  absolue  (pour  toute  position  de  S)  inférieures  à  AK  (MK-  dési- 
gnant le  moment  d'inei'tie  du  système  par  rapport  à  l'origine  et  A  une 
certaine  constante);  le  mouvement  est  régulier,  quel  que  soit  /,  et 
les  fonctions  .r,(/)'  ^',(0  comportent  les  diverses  représentations  in- 
diquées au  §  55.  C'est  là  une  classe  étendue  de  problèmes  qui  com- 
prend, en  particulier,  le  problème  du  corps  pesant  fixé  par  un  point, 
dont  M.  Picard  avait  déjà  effectué  l'intégration  quantitative. 

Supposons  encore  qu"//  n'existe  pas  de  position  singulière  du  sys- 
tème et  que,  de  plus,  les  forces  dérivent  d'un  potentiel  \l{x,,  ...,x„) 
ayant  une   détermination  unique  pour  toute  position  de  S  ;   si  (  quelle 

que  soit  la  position  de  S)  v^  reste  (')  en  module  inférieur  à  une  quan- 
tité A,  le  mouvement  est  régulier  quel  que  soit  t. 

Ces  deux  classes  de  problèmes,  intégrables  quantitativement  dans 
le  domaine  réel,  se  mettent  en  évidence  de  la  façon  la  plus  élémen- 
taire. Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  les  considérations  du  §54  permettent 
d'en  découvrir  beaucoup  d'autres  moins  apparentes.  Mais  une  foule 


(')  Quand  aucun  point  du  syslcmc  no  peut  s'éloigner  à  l'infini,  celte  dernière  condiiion 
est  toujours  remplie. 
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(le  |)rol)li'iiies  rciiianuKihlcs,  le  prolili'iiie  des  /(  corps  par  cxt'iiiplr. 
tic  rcnirciit  pas  dans  une  telle  catégorie  :  pour  ces  [)rol)lèrncs,  I(!  niou- 
vein(;nt  p(uit  cesser  d'être  régulier  ii  un  certain  instant/,.  Il  importe 
donc  de  prévoir  avec  une  extrême  |)récision  les  diverses  circonstances 
(|ui  sont  snsceptihies  d'interrompre  le  cours  normal  du  mouvement. 
Quand  /  tend  vei'S  l'instant  /,,  trois  liypotlièse.s  sont  possibles  a 
pnun  : 

I"  S  tend  vers  une  position  régulière,  mais  les  x\  ne  tendent  pas 
vers  des  limites  iinies; 

■1°  S  tend  vers  nne  positioii  singulit're  ou  certains  de  ses  points 
s'éloignent  indéfiniment  ; 

3"  Les  points  de  S  ne  tendent  vers  aucune  position  limite,  ni  vers 
l'iniini. 

.rai  montré  ["58]  {et  c'est  là  un  point  important)  t/uc  la  première  liyjio- 
ilicsc  est  à  rejeter.  Mais  les  deux  autres,  et  notamment  la  troisième  qui 
semble  si  paradoxale,  sont  réalisables.  Imaginons,  par  exemple,   un 

système  de  n  points  libres  (M ,  M„  )(]ui  s'attirent  suivant  certaines 

lois  satisfaisant  au  jirincipc  de  l'action  et  de  la  réaction,  et  telles  (|ue 
la  force  d'attraction  entre  deux  |»oinls  devienne  (comme  pour  la  loi  de 
Newton)  infinie  à  distance  nulle  et  nulle  à  distance  infinie;  on  peut 
choisir  les  lois  d'attraction  de  fa(,'oii  que,  /  tendant  vers/,,  les  n  points 
l'cstent  à  distance  finies  et  ne  tendent  vers  aucune  position  limite;  si,  ii 
chaque  instant  /,  p(t')  désigne  la  plus  |)etitc  des  distances  mutuelles 
d(!s  n  points,  p(t)  tend  bien  zéi'o  avec  t  —  t,.  mais  il  n'en  faut  pas 
conclure  (|ue  deux  au  moins  des  points  viennent  se  choquer  en  nn 
point  de  l'espace;  c<'  qui  arrivera,  c'est  (juc,  pour  /  très  voisin  de  /,. 
deux  lies  piiints,  soient  iM,  et  Mo,  seront  tri's  voisins,  puis  s'écarte- 
ront il  distance  finie  tandis  que  deux  autres  points  seront  devenus  ti'cs 
voisins,  et  ainsi  de  suite  un  nombre  indéfini  de  fois. 

(■)){.  Kn  signalant  pour  la  pi'emii're  fois  l'existence  de  singularités 
essentielles  dans  les  questions  de  Mécanique,  j'écrivais  (')  : 

«  On  serait,  il  est  vrai,  porté  à  croire  que  de  telles  singularités  ne 
"   sauraient  se  présenter  dans  les  |)rohli'mes  naturels,  j)uisqu'un  svs- 

(')  Leçons  de  Sioc/Jiolni,  IiUrodiiclion,  p.  20;  janvier  1897. 
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»  tème  matériel  occupe  loujours,  à  un  instant  déterminé,  une  position 
»  iléterminée.  L'argument  ne  serait  fondé  (jue  si  les  lurmules  de  la 
»  Dynamique  correspondaient  rigoureitsemenl  à  la  réalité.  A  ce  compte. 
»  deux  points  matériels  s'attirant  suivant  les  lois  de  Newton  ne 
y.  devraient  jamais  se  rencontrer,  parce  que  la  vitesse  d'un  élément 
»  de  matière  ne  saurait  devenir  intinic.  Dans  ce  dernier  cas,  le  para- 
n  doxe  se  lève  aussitôt  (]uand  on  remarque  que  deux  éléments  mate- 
i>  riels,  ayant  toujours  des  dimensions  finies,  se  choqueront  avant  que 
»  leurs  vitesses  soient  infinies;  mais  leurs  vitesses  au  momenl  du 
»  clioc  seront  d'autant  |)lus  grandes  que  leurs  dimensions  seront  plus 
»  petites.  C'est  une  explication  du  même  genre  qui  rend  compte  de 
))  la  singularité  que  je  signale;  si,  pour  t  ^  /,,  les  fonctions  r,  (/)  qui 
Il  définissent  la  position  de  S  deviennent  indéterminées,  c'est  que  S. 
1)  avant  l'instant  /,,  passe  par  un  état  où  les  hypothèses  et  lois  de 
)i  forces,  {]ui  ont  permis  de  mettre  le  problème  en  équations,  cessent 
»  d'être  suffisamment  exactes;  mais  S  n'atteint  cet  elal  (|u'a|irès  une 
»  période  iVa//o(emenl  d'autant  plus  accentuée  ([ue  ces  liypiUhi'ses  et 
-)   lois  sont  plus  voisines  de  la  réalité. 

»  H  v  a  donc  le  plus  grand  intérêt  <à  savoir  rcconnaitre,  sur  un  sys- 
»  lème  d'équations  de  Lagrange  donné,  si  les  singularités  de  cette 
1)  nature  existent  o:i  non.  Quand  on  montre  qu'elles  existent,  on  met 
.)  en  évidence  la  pailicularilé  la  plus  remarquahle  du  mouvement: 
.)  (juand  on  montre  qu'elles  n'existent  pas,  on  est  certain  de  pouvoir 
)>  suivre  indéfiniment  le  mouvement  de  S,  au  moins  tant  que  S  ne 
»   passera  pas  par  une  position  singulière.  » 

J'ai  donné  un  certain  nombre  de  théorèmes  trt's  précis  sur  les 
singularités  l  —  t,  de  cette  nature,  sur  le  mode  d'indétermination 
des  fonctions  J',(;)  dans  le  voisinage  d'une  telle  valeur  /,.  J'ai 
appliqué  [61,  63]  notamment  ces  résultais  au  problème  des  n  eorps. 

61.  Application  an  problème  des  n  corps.  -  Pour  ce  problème,  on 
sait  depuis  longtemps  (et  il  est  bien  aisé  île  démontrer)  que  le  mou- 
vement reste  régulier  tant  (|ue  la  plus  petite  (à  l'instant;)  des  distances 
mutuelles  r,y  des  astres  du  système,  soit  o(t),  ne  s'annulo  pas;  on 
connaît,  par  suite,  une  infinité  de  développements  des  r,(t)  (jui  con- 
vergent dans   tout   l'intervalle  de  temps  où  l'on  a  c(/)>o.  On  ad- 
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iiR'ttail,  coiniiic  corollaire  évident,  que  le  mouvement  reste  régulier 
tant  que  deux  au  moins  des  corps  ne  se  choquent  pas,  c'est-à-dire  n'ar- 
rivent pas  à  un  instant/,  au  même  point  déterminé  de  l'espace.  Cette 
conclusion  n'est  pas  légitime;  il  est  possible,  a  priori,  que,  t  tendant 
vers  /,,  le  système  ne  tende  vers  aucune  position  limite  et  que  ç,(i) 
lendc  vers  zéro  sans  qu'aucune  des  distances  r,j  de  deux  des  astres  tende 
constamment  vers  zéro  avec  (t  —  t,). 

Pour  le  cas  de  trois  corps.  J'ai  fait  voir  que  cette  singularité  ne  sau- 
rait se  produire;  mais,  pour  le  cas  de  n  corps,  j'ai  dii  laisser  la 
(|uestion  en  suspens  ('  ).  Tout  ce  que  j'ai  pu  établir,  c'est  que,  si  une 
lelle  singularité  /  =  /,  existe,  elle  provient  des  croisements  de  v 
lies  astres  entre  eus  (v>  'j),  croisements  de  plus  en  plus  fréquents 
(|nand  t  tend  vers  /,  et  de  plus  en  plus  semblables  à  des  chocs.  Ces 
pseudo-chocs  ont  déjà  été  signalés  par  M.  Poincaré  comme  pouvant 
engendrer  (pour  «>3)  des  solutions  périodi(jues  d'une  nature 
particulière. 

Il  suit  de  là  que  la  détermination  précise  des  conditions  du  choc 
équivaudrait  à  l'intégration  effective  du  problème  des  trois  corps,  mais 
non  du  problème  des  n  corps  ('-).  J'ai  commencé,  comme  je  l'ai  dit, 
l'étude  de  ces  conditions;  la  premit're  question  qui  se  posait  était  de 
savoir  si  ces  conditions  ne  sont  pas  algébriques;  elles  sont  malbeu- 
reusement  transcendantes  (z'o/r§59);  quant  à  leur  détermination 
approchée,  si  je  possède  une  méthode  a[)plicable  au  cas  où  deux  seu- 
lement des  corps  se  choquent,  je  n'ai  obtenu  jus(ju'ici  aucun  résultat 
.s7//-  le  cas  ail  trois  corps  se  choquent  à  la  fois.  Il  y  a  là  un  sujet  de 
recherches  bien  important  et  bien  difticile  :  l'intégration  quantitative 
/^rt//rt//c  du  problème  des  trois  corps  ne  peut  faire  aucun  |)rog4-ès  tant 
(|u'on  n'aura  pas  élucidé  les  conditions  du  choc  simultané  des  trois 
corps. 


(';  D'après  un  théorème  généi'al  que  j'ai  établi  (§  S6),  la  question  se  ramène  à  l'étude, 
dans  le  champ  réel,  des  intégrales  rjiO  d'un  certain  système  ditrérentiel  algébrique  S, 
intégrales  définies  par  des  conditions  initiales  rî,    . .,  j/,  qui  donnent  aux  coefficients  dillé- 

rentiels  la  forme  -;  mais  ce  système  S  est  fort  compli(|ué. 

(-)  De  nouveaux  efl'orts  seraient  du  moins  nécessaires  pour  établir  cette  équivalence. 
SI  cilo  est  vraie. 


:^ 
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A  défaut  (rintégratioii  quantitative  parfaite,  j'ai  appliqué  du  nioius 
au  problème  des  n  corps  l'intégration  imparfaite  que  j'ai  indi- 
quée (§  57)  pour  un  système  différentiel  (juelconque.  Je  suis  parvenu 
ainsi,  comme  je  l'ai  dit  dans  l'Introduction,  à  résoudre  ce  problème  : 

Les  conditions  initiales  du  système  étant  données  {avec  une  erreur 
moindre  que  î),  calculer,  au  bout  du  temps  T,  la  position  des  astres  avec 
une  approximation  t,  ou  bien  décider  si.  dans  Vinten-allc.  la  distance  de 
deux  au  moins  de  ces  astres  est  devenue  p  fois  moiiulre  que  leur  distance 
actuelle. 

La  méthode  de   Caucby-Lipchitz   suffit   théoriquement  à  traiter  la 

(]uestion  (  si  grands  (ju'on  se  donne  T,  p  et  -  )■  Mais,  dans  chaque 

intervalle  partiel,  on  peut  remplacer  les  opérations  de  Cauciiy  par 
les  développements  classiques  en  séries  trigonométriques  de  la  Mé- 
canique céleste;  il  faut  seulement  prendre  ces  intervalles  partiels 
assez  petits  pour  que  les  séries  trigonométriques  soient  conver- 
gentes et  qu'on  connaisse  une  limite  supérieure  de  leur  reste  :  les 
derniers  travaux  de  M.  Poincaré  permettent  de  tenir  compte  de 
ces  conditions  avec  une  précision  parfaite.  Ou  arriverait  ainsi  it 
rendre  les  calculs  vraiment  praticables,  même  en  embrassant  une  tri's 
longue  période  de  temps. 

Étude  qualitative  du  mouvement. 

6.5.  Classification  des  trajectoires  réelles.  —  J'ai  étudié  aussi  le  mou- 
vement d'un  système  matériel  au  point  de  vue  ((ueM.  Poincaré  appelle 
c///o/<Va///'(périodicitédu  mouvement,  stabilité  (tu  instai)ilité  de  l'équi- 
libre, etc.). 

J'ai  développé,  tout  d'aboi'd  (1:},  'iS|,  une  classification  des  trajec- 
toires réelles  d'un  sysli'uie  matériel  S  soumis  à  des  liaisons  et  à  des 
forces  qui  ne  dépendent  ni  des  vitesses  ni  du  temps. 

Je  considère  les  n  paramètres  (a-,, r„)  qui  définissent  la  posi- 
tion de  S  comme  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions; toute  trajectoire  réelle  du  système  est  représentée  par  une 
courbe  de  cet  espace.  Ces  courbes  dépendent  de  {in  —  i)  constantes, 
à  moins  que  toutes  les  forces  ne  soient  nulles  :  auquel  cas  les  trajec- 
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loiros  ( <i('(>(li'si(]iirs  du  sysli'inc)  ne  (iépciKlcnl  (jiic  de  (2/;  —  2)  cons- 
taiilfs  ('). 

L'i'tiidc  dos  ti'iijcHioii'os  réelles  A\\n  syslèiiie  cmiduit  iiatiirelloiiieiit 
il  associer  aux  nioiiveinenls  vrais  du  systi'iiu'  les  niouviunenls  c»nju- 
i^iics,  qu'où  ohtient  eu  changeant  le  sens  do  loulesles  forces  :  aualy- 
li(|uenienl.  les  niouvemonls  conjugués  se  déduisent  des  uiouvenienls 
vrais  en  l'eniplaeanl  /  par  il. 

Ouand  ou  ne  regarde  pas  eoniine  dislincts  deux  niouvenients  (|ui  se 
déduisent  l'un  (1(!  l'autre  eu  auguienlant  /  d'une  constante,  toute  trajec- 
toire réelle  de  S  ne  comporte  (|ue  deux  mouvements  (vrais  ou  conju- 
gués) qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  quarui  on  change  t  eu  —  /.  Il 
en  est  autrement,  toutefois,  si  la  trajectoire  coïncide  avec  une  gàxlf^- 
siquc  du  système  :  elle  comporte  alors  une  iiitinité  de  mouvements 
(tant  vrais  que  conjugués)  qui  dépendent  d'une  constante  arbitraire. 
Ces  trajectoires,  que  j'appelle  reinarijuahles,  (lé[)endent  au  plus  de 
(n  —  I  )  constantes. 

Une  trajectoire  réelle  est  parcourue  en  général  tout  entière,  soit  dans 
un  mouvement  vrai,  soit  dans  un  mouvement  conjugué.  Il  existe, 
toutefois,  un  faisceau  (à  n  constantes)  de  trajectoires  (jue  j'appelle 
mixtes,  qui  sont  en  partie  vraies  et  en  partie  conjuguées;  les  points 
de  séparation  sont  des  points  d'arrêt  du  mouvement:  (juand  le  systi-me 
atteint  un  de  ces  points  sur  la  trajectoire  considérée,  il  rétrograde. 
Deux  points  d'arrêt  consécutifs  sur  la  même  trajectoire  (pourvu 
(|u'aucun  no  soit  position  d'équilibre)  donnent  naissance  à  un  mou- 
vement périodique  osci/laluire. 

Quand  les  trajectoires rewrtr^Mrt/Vc^ dépendent  de  leur  nombre  maxi- 
mum (n  —  1)  de  constantes,  elles  se  confondent  avec  la  famille  des 
trajectoires  w?'x7ey,  pour  lesquelles  le  nombre  des  constantes  s'abaisse 
ainsi  d'une  unité.  Les  conditions  pour  qu'on  se  trouve  dans  ce  cas  inté- 
ressant sont  très  simples  :  si,  par  exemple,  S  se  réduit  à  un  point  libre, 
il  faut  que  les  lignes  d'action  des  forces  (qui,  en  général,  forment  rin 
complexe)  forment  seulement  une  congruencc. 

Par  un  point  donné  quelconque  (a?,  ...,  a-,,),  ou  M,  coirespondant 


(  '  I  Quand  les  forces  dépendent  des  vitesses,  il  y  a  d'autres  cas.  que  j'ai  netlementdofinis, 
où  k-  nombre  des  conslanles  s'abaisse  à  (2«  —  2  ). 
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a  ////('  [losilion  rv<^iilicrc  (jin  iiCsl  pus  une  posi/io/i  (/'n/t/i//h/r.  passi'iil 
mil'  intinit(' (  il  nri  parainrlii' )  de  IraiiTloircs  langi'iilcs  ii  une  dirrcdoii 
aiiiiti  airciin'iil  .clKtisir  ;  (|iian(l  le  [laraiiMii'i'  dniil  elles  (lépeiifleiit 
(Valeur  ahsulue  de  la  Inice  vive  au  |iomiI  eiiusidéré  de  la  IrajeelDire  ) 
cidil  iiidefininient,  la  Irajechtire  (end  vei's  une  i;'eodesi<|ue.  Dans  nu 
certain  duuiaiue  entuuiani  le  point  i>unsidéré,  tontes  ces  trajectoires 
sont  réij,nlii'i'es  et  |iarc(Uirnes  d'un  uiouvemenl  ri'^iilier  (  vi'ai  (Ui 
conjugué  ). 

Il  eu  est  tout  anticineut  (|nand  la  [losition  régulière  M  est  posilion 
(!'(■  piiUhrc.  Par  M  il  peut  passer  (  eu  outre  du  laiscean  regulu'r  des 
trajectoires)  d'auti'es  trajectoiics  (|ue  j"ai)|iidle  sin<^ii/i-/i's.  (|ui  peiiv.'ut 
admettre  le  point  comuie  point  asymptote,  avoir  une  longiu'ur  inti- 
uie,  etc.:  ces  trajecloii'es.  (|ui  soûl  isolées  ou  dépendent  de  constantes, 
ne  sont  parcournes,  eu  nu  temps  fini,  ni  dans  le  monvemeul  vrai,  ni 
<laus  le  mouvement  conjugue.  Deux  circuustam'es  se- présentent  :  ou 
liieii  le  système  tenil  vers  M  sui'  la  trajectoire  (jiiaud  /  (ou  (|nauil  // ) 
croit  indetiniment  (  Irajccloirc  (tsympti)li<pii'  ):  on  bien  la  trajectoire 
renrcrme  une  infiuiti'  de  points  d'arrêt  (]ni  tendi/nl  NcrsM,  et  sr  ilécuni- 
pusc  cil  une  iiijimlc  d'arcs  de  plus  eu  plus  petits  rp/i  rorfespotidcnt  ù  des 
mouvements  périodifjues  osrdlutoircs  alte/'niitn'emert/  rrais  et  conjugués. 

J'ai  donné  divers  exetnpies  de  ces  sinLiiilarites.  dont  la  deiuii're  siir'- 
tout  est  remar([ual)le. 

()(î.    Etutlc  des pouiions  d'ciiiulihiY.  —  D'après  cela ,  l'ctnde  du  nxin 
veulent  d'un  svsti'uic  dans  le  voisinage  d'une  position  régulii're  M  ne 
présente  de  difticiilte  ipie  si  .M  est  position  d'iMpiililire.  Il  restait  ;i  dis- 
l'iitei'    les    a[)parcuces    du    mouvement    dans    le   voisinai^c    d'une   telle 
position  (  '  ). 

Stal/dite  de  l'equiUhrc.  —  En  premier  lien,  j'ai  disente  |  (IS  |  la  s/u//ili/c 
(le  ic(]uilil)iT.  On  sait  ({ne  cette  dinicile  (inestion  a  l'ait  l'objet  des  tra- 
vaux de  M.M.  Poincare,  Liapounoll'.  Kneser  et  Hadamard.  Pour  indi(|ner 
brièvement  les  coui|)lémcnts  (|ue  j'ai  a]tportes  aux  résultats  de  ces  au- 
teurs, je  me  limiterai  an  cas  île  /(  =  2,  c'esl-;i-dire  au  mouveuient  d'un 
point  sur  une  surface. 

<  '  )  .lai  (lrvelii|)pé  lous  1rs  ri'~iillals  qui  suiveiil  1  rcliilils  a  la  slalillilc,  aux  [K'IilS  moii- 
vemenls  iKTioiliijuc*)  ilaiis  un  Cours  |ii-iifessé  au  ('.olli\^'i;  iIl'  Fraiioe  i  mars,  avril,  mai  iSg;  ). 
1'.  l'i 


lOfi 


Sdiciil  .(',     -  .r»  =  <)  une  |Misili(in  (rr(|iiililii  r  i>()lc('.  ri  I'    l;i   IoiicIh 
(le  (orccs  (iiii.  (hiiis  le  voisi  ii;ii;i'  ili'  l'ori.i^iiH',  est  ilc  l;i  l'uniic 


Sll|i|H)S()iis  il';il)i)l'(l  ([Ile  les  leiincs  du  .srmiiil  ilct^ir  ne  sincnl  pus  latis 
nuls.  Si  1  csl  nui. ri  nui  pour  .r,  =--  .i\,  ^  o.  l'c(]ii  1 1 1  lire  csl  sl;il)lc.  Il  ^";lL^il 
(le  savoir  si  (■(■//('  i-o/h/i/Ùi//  su/f/isu/i/f  csl  lu'i-issdiic. 

!,('S  iTsiillals  (les  aiilciii-s  (|iic  je  \iciis  de  cilcr  ne  pcnnrl  Icii  t  jias  de 
h'aiiclicr  la  (iiicslioii  :  en  cH'cl,  iiii  cas  Iri's  dclical  rcsiail  ;i  Ira  lier  :  celui 
iiii  lc^  IcriiH's  (In  second  dei^re  de  l  Idriiieiil  un  cdrir  iiurfuil  lu'^iilif. 
J'ai  réussi  :i  (dncider  ce  cas  :  si  I'  n'esl  pas  riiaxiina.  re(|Mililire  esl 
inslai)le  el  il  cxisie  au  inoiiis  une  (l'ajceldire  usyuiphil ujiic  ii  i^u'ii^iiie, 
mais  il  |ieiil  n'en  exisler  (|iriiiie  seule,  lin  nidiiienl  i|iie  les  lernie^  du 
seciuid  de^rc  dans  \  ne  soni  |ias  (uns  unis.  |MUir  (|ne  rei|nililM-e  snil 
slalde,  il  /(////  donc  el  il  siiHil  (|iie  l    soil  inaxiina. 

J'ai  l'Iabli  le  uieiiie  llieori'ine  dans  un  cas  loiit  diirereiil,  celui  <u'i 
y  coiiuiu'ncr  jHtr  des  hf/nes  il  onln-  in{  m  ■>,  ),  mais  où  Imilis  1rs 
Inn^rnlrs  (n'i'lli-s  )  ilc  lu  rnurhc  \  =  o  il  l' ori 'j^iur  soûl  ilislinriis.  Si  U 
esl  luuiiiuii.  j'ai  l'ait  voir  <|ue  par  idiai|Ui'  jioiiil  \oisiu  de  rorii^iiie 
passe  nue  I  ra  jei-|oire  a>\  iii|>lolii|iii'  ii  r(uai;ine.  Si  l  u'esl  ///  ni'i.viitiu  m 
nuniinu.  les  deini-i)ranclics  i'e(dles  (issues  de  l'origine)  de  la  conrlie 
l'  =  (1  deeoiu|iosenl  l'aire  \(usiue  de  r(MaL;ine  en  -ik  aires  A,.  A^. 
A,,,  ....  où  I  esl  ailerualncnicnl  posiliT  et  iic^alii';  (dui(|ne  aire  A,. 
A,,.  A  ,.  ...  reid'eruie  an  uuuiis  une  Irajecloire  as_viu|)totii.|ue  ii  l'ui'ii^iiu', 
luais  peiil  n'en  r'enreriuer  (|iriine. 

()7.    l'ilils  niousrnicnls  jii'nodiijucs  des  sxslrincs.  i'aruii   les   l|-ajec- 

hures  ({iii  rcsleiil  \oisiues  d'une  |)ositi(Ui  (re(|iiiril)re,  une  idasse  par- 
lienlierenieul  iiileressaiile  esl  i-elle  des  Irdji'vliiins Jirnu'rs  ou.  si  l'on 
veiil.  des  (rajecloires  (|ui  eorrespoudenl  ;i  nu  niouveuieiil  périoili(|ue. 

I  ne  Ixdie  inélliode  de  .M.  Poiucar(''  peruiel  de  iiii'l I re  eu  évidence  ces 

solulions  periodi(|nes.  i'dle  piade  lonlerois  ;i   une  (d)iei'liou  assez  d(di- 

eale:  sou  poiiil  di'  de|tarl  est,  eu  ellel,  le  suivant  :  deux  courbes  de  la 

loruie 

;/.'■    I-  !'(./■.  r,  ;/ I   -- o,  y-,»' -t-  (j(,'.  )•.  y.)  --<> 

(oii  I' et  (J  coiuuieuceul  par  des  termes  du  sccoiul  degré  eu  •>■,,}'■  et  on 
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a  drsigiu'  un  pariunl'lrc)  (uil  ('■viiliMiiinciit  pour  y.  ^  o  un  |iihiiI  v:irialilf 
et  voisin  (le  l'origine  (|  ni,  pou  !■  a  =-  o.  vient  se  conlondi'e  avec  l'oiiiiini'. 
Or  ee  posUilat  ([iii  seinliic  inInitiC  n'est  pas  nrressair-i'incnt  r\acl. 
eoninie  le  nionti'e  l'exemple 

iU.c  +  ,r-  —  j-  —  o,  ;j.  )■  +  .'--  —  y-  =  <>. 

J'ai  lev»'  rohjeelion  et  donné  ;i  la  disrnssion  une  forme  exlrènn'nn'iil 
simple  et  d'nne  ai>plieation  fai/ile  |  (K)  |  :  j'ai  mis  ainsi  en  evidenee  l'exis- 
tence d'une  infinité  île  petits  nnuivenuMits  périodiijues  dans  le  voisina^jc 
(I  une  position  ordinaii'e  d'eiiuililire.  où/a  /u/zction  de  fon-cs  lies/  pas 
ntiniina.  La  méthode  n'est  en  delant  (|ue  dans  des  cas  exeeptionnels. 
I.a  période  co  de  ces  petits  mouvements  tend  vers  une  eeitaine  limite  12 
(|uand  l'amplitude  du  mouvement  tend  vers  zéro,  soit  w  =  i>  +  î,  elle 
signe  (le  i  est  le  incnie  pour  tous  les  petits  mouvements;  c'est  le  sii;ne 
d'une  certaine  constante  numeri(|ne  l'acile  ii  eali'ulei'  sur  les  é(|ualions 
din'ereiitielles:  co^Eiîdans  des  cas  paiiienlieis. 

J'ai  appliqué  cette  discussion  au  mouvement  d'nn  snlidi' pcsditl  Ji.vt' 
put  un  (jwAconqiie  de  ses  points,  ('e  svslème  comporte  nue  intinile  de 
mouvements  péi'iodi(iues  ré(ds('  jdependant  de  dcii.r  parami-tres  arhi- 
traires.  Toutefois  ces  un)uvements  ne  sont  pas  des  mouvements  pério- 
di(|ues  [)roprement  dits  :  au  liout  du  temps  oj,  les  conditions  du  solide 
sont  redevenues  les  inénu's,  ii  cela  pri's  ([u'il  a  tourne  d'un  angle  a 
autour  de  la  verticale,  l'our  (|ue  ce  mouvement  soit  sirictement  perio- 
dicjue,  il  faut  (|ue  y.  soit  commensuraMe  avec  t:.  La  discussion  n'est 
en  défaut  que  si  l'on  a 

:        /A  (\i-c, 
^="'       l  =  V^:(V-n)' 

:.  r^.'Ç  désignant  les  coordonnées  du  centi'e  de  i^ravili'  pai-  ra|i|iort  aux 
axes  principaux  d'inertie,  et  A.  I{.  ('.  les  moments  prineipaux  d'inertie 
(A>B>C). 

6S.    Petiis  inouyeni'rils  pài()di<pies  il  Irrs  luiigiie  pciiode.    --    La   me- 

^>)  M.  Kœnigs  a  signalé  l'e\islenco  île  lois  luouveniriils  poiii-  les  solides  |K>anls  fixés 
[lar  un  point  l'oisin  de  leur  centre  de  grin-ite.  L  éminenl  géomètre  s'est  Ijorné  à  in(li(|iier 
<|ne  sa  démonstration  repose  sur  la  convergence  de  séries  dont  les  lermes  sont  des  fonc- 
tions sn:  elle  est  donc  loni  à  fail  dislincle  de  la  mienne. 
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ihiidr   (le   .M.    I'(iilir;i|-c    |,oii r  (Irtci'lll ilKT  1  es   |iclils   lliouvc lits   [irrio- 

(li(|urs  sii|)|)()S('  csscnliclirmci:!  (|iic  la  |trri()ilc  (•>  du  iniiiivciiicnl  irsic 
linii'  (|iiaiiil  son  aiiipliluilc  Icml  vns  /.ni);  elle  s"a|i|)uif.  en  cllfl.  sur  le 
(l('vcl(i|i|)('iiirnl  lies  iiilc^rali's  siiivaiil  les  |)uis>anrfs  d'iiii  pai-aniJ'Iri' 
intiiiiniciil  |)rtil  [j.;  pour  /  w  <  A  (  A  di-si-iiaiil  une  quaiililc  ddiiiin'  ), 
les  dcvrl(i|)|)(Mii('iils  con vcrui'ii I  di's  (|iii'  u.  fsl  siirtisaiium'iit  |)i'lit  ;  ruais 
(|uau(l  co  cruil  iii(l{''liuiui('nt.  ou  uc  sail  plus  rien  (si  |M'lil  (ju'on 
prcuac  [j.)  sur  la  couvci'iicucc  des  d('\  idoppcuicuts. 

Or  (|uaud  la  toiirlioii  de  forces  l'  eonnuenee  (  dans  le  voisiuaLïe  de 
la  posilioii  d"e(|uilil)re  .r,  =  a^  =  .  .  .  =  .r„  =;  i>  )  par  des  lerrui's  <le 
dcLiré  supérieur  au  seeoud.  il  n'existe  |)lus  de  petits  inouveiueut- 
|iei'iodi(|ui's  de  peiMode  Unie,  tandis  (|ue  îles  exi'uiples  ;i  un  paranii'tre 
mettent  en  évidenee  de  petites  oseillalious  |ierlodi(]Ues  dont  la  périoili' 
croit  iudéliuinieut  (|uand   ramiililude  tend  vers /ero. 

De  telles  solul  ious  pi'riod  ii|ues  exisleul-elles.  l'U  Licueral?  Si  oui. 
couinient  les  mettre  en  e\  ideiice?  C.'etaieiil  la  des  i|ueslions  (jui  setn- 
Idaient  exii^er  des  métliodes  tout  ii  l'ait    nouvelles. 

.le  suis  parvenu  cependant  |  (i7  |  :i  les  résoudre  ii  l'aide  d'un  artilice 
très  simj)le:  j'ai  montre  uolammenl  (|ne.  si  la  l'oniilon  de  forces 
l!(  ■?'! .  ''o f„  )  est  nid  II  uni  pou  r  .i',  =  .r  ,  =  ...=;  .r„  ^  o  et  com- 
mence par  des  termes  de  dei;re  su|)érienr  an  second,  il  c.vislc  (hins  h 
ruisi/n/i^c  dv  lu  posilin/i  il' v(jnilil)rc  une  in  fi  ni  le  de  petits  nioincnients 
péno  Injiws  réels  et  disti/iets  {dépendniit  d' un  pdnini'.'tre);  nniis  lu  pcrinde 
de  ces  //n)i/f.T//n7tts  eroll  m  lejiniinent  <pnind  lenr  ninpUtnde  tend  vers  zéro. 

Il  est  l)ie 11  évident,  d'ailleurs,  i| Ile  tons  les  résultats  oljtenns  ;i  propos 
des  ('(juatioiis  de  la  Dynamique  ont  leurs  aiialoiiues  pour  des  syslinnes 
dillerenliids  (|U(dc()n(|ues.  ^lais  les  piMiItlinnes  dont  je  viens  de  [larler 
preiiiieut  un  sens  pins  iiilnilif  et  nue  l'orme  pins  lui've  (|iiaud  ou  les 
eiiDuce  en  ML'caiii(|ne. 

Transformation  des  équations  de  la  Dynamique. 

G9.  Enoneé  du  problème  et  tlr'orèines  prmcipciux.  —  Tous  les  jicn- 
mi'trcs  connaissent  les  heaux  travaux  de  .M.  Diiii  sur  la  représentation 
géodésnpii'  i\i'^  snrl'ai'es.  (1(>  prohli'ine  comporte  en  M('cani(|ue  nue 
jiénéralisatiou   natundle  ['i."),  '27,  ^U),  .'il,  '■)!,   il|.   Appelons  /'i'//;////c 
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(le  tnijectoiies  l'cnsenihU'  ilc  (•(UU'Ijcs  (il  Irois  |»ai"aiii('(f('S )  que  |)ciil 
décrire  iiii  point  .M  mobile  sans  fVot  leiiieiil  sur  nne  siirfaee  el  soumis 
■à. une  tbree  donnée  ([iii  ne  dépend  ([ne  de  la  posilion  du  poiul.  Etant 
dotinics  dc'A.v  surfaces  et  imc  famille  de  trajectoires  sur  eliaeitne  d'elles, 
peut -an  établir  entre  ces  surfaces  une  correspondance  ponctuelle  (jui  Irans- 
fornie  Vune  dans  F  autre  ces  deux  fandlles?  Ouand  les  forées  qui  définis- 
sent la  pi'emii'r<'  famille  sont  nulles,  relle-ei  se  coiifond  avec  les  ^éo- 
desi([ues  de  la  surface  et  ne  dépend  plus  (|ue  de  deux  parami'tres  :  il 
faut  diinc  (ju'il  en  soil  de  m(''me  poui'  la  seconde  famille,  et  l'on 
ret()iiil)e  sur  le  pi'oljjème   de  M.  Dini. 

Il  est  loisii)le  de  rappoi'ter  les  deux  surfaces  à  des  coordonnf'es  ciir- 
vili^ines  ;/,  c,  telles  (|no  les  points  correspondants  des  deux  surfaces 
soient  detinis  par  les  nu'mes  eooi'donnees.  Si  je  re|)r(''seute  alors   [lar 

( '-^ ,  Q  j>  (  y4->  Qi  )  les   deux   systi'ines  d'c(|ualions   de    I>agrani;('   (|ni 

detinissent  l'especlivement  le  niouvemeul  du  point  .M  sur  les  deux  sur- 
faces S  et  S|,  ces  deux  svsti'mcs  doivent  detinir  les  mi'mcs  trajectoir-cs 
(  [nais  point  nécessairement  les  mêmes  monvemeiits  i.  Je  con\  iens  de 
dii'c,  dans  co  cas,  qu'ils  sont  correspoirlauts. 

On  connaît  deux  modes  particuliers  de  t(dles  correspondances  (|ni 
existent  pour  nne  surface  S  (|uelcon(jne.  I>e  pi'emiei-  réalise  l'applica- 
tion de  S  sur  nne  surface  S,  on  sur  une  surface  liomotliéli(jue  de  S,  : 
(|uand  on  passe  du  premier  systi'me  de  l.ai;rani;e  au  second,  les  lorces 
et  le  temps  sont  seulement  multiplies  par  un  facl<'ur  constant  :  autre- 
ment dit,  les  {\i:\\\  correspondants  sont  alors  de  la  forme 

\(lt-     "  '  \      dl\         "/ 

a  et  h  désignant  des  constantes. 

Le  second  mode  de  correspondance.  imli(|ué  par. M.  Darbotix  comme 
^généralisant  une  remarque  de  .M.  (joui'sal,  (!xige  (|ue  les  foi'ces  Q  dé'- 
ri\('nl  d'un  [^otenlicl  l'.  Si  l'on  |)reiid  pour  S,  une  surface  dont  \v  ds'^ 

est(rtU  -\-b)ds'-,  et  nonr  fonction  de  forces  — p r-,   les  trajectoir-cs  se 

^  -  I  ^)  L  ^-  '' 

cor'respondenl. 

J'appidlcrai  correspondants  ordinaires  deux  sysli'mes  corres|)ondauts 
d"e(|uations  de  Lagrange  <|ui  l'entrent  dans  nne  des  deux  catégories 
précédentes. 


I,.i  siii-riicc  s  chiiil  (|iirli-(iii(|(ii',  le  |)nilili'iiH'  pnsc  n'Miliin'l  pus,  en 
i^i'IicimI  ,  iliinlrcs  suhilions  (|ii('  les  corrcsitdiuhmccs  ordiiiiiires.  Aiilfc- 

iiiciil  ilil.  lin  svsli'inc  de  L;i,i;|-;iiiL;c  (     '    ,  O  j,  |»ri.s  ;iii  li;is;i|-il,  ne  possible 

|i;is  (le  cuiTcsiMiiKhiMls  dislincts  des  ('(irr('S|miid;iii  Is  (irdi  iinircs.  .\':['\ 
iniiiilri'  d'iiillrurs  (|iir.  s'il  en  :iiliiirt  un,  il  en  ;iiliiii'l  iinr  inlinilc  (pu 
MMil  (lisliniis  (  i'ciilcnds  (|iii  ne  siml  |i;is  coiTcspoiidniils  (irdin;iiics 
l'iiii  de  l'anlrc  ). 

.r;ii  dise  11  II'  diins  tons  ses  delà  ils  |  1  I  ,  ÔS  |  celle  (|  lies  lion  de  l^rxis- 
lenee  de  ciiri'esitoiKhiiils  non  (ifdiiKiircs.  Ti'ois  cas  i>eiieiaii\  soiil  a 
dislini^ner  : 

l'rciiiicr  cas.  —  La  c(UTes|)i)ndaiice  oiilre  S  cl  S,  conserve  les  ^cn- 
d(''sii|iies.  (jiiaiid  il  en  esl  ainsi,  ;i  imil  svsli'ine  de  l'orces  (J  l'on  peiil 
assiicier  des  Inrces  (J,  lidies  (|ne  les  deux  l'ainilles  de  I  ra jeeluii'es  se 
eori-espuiidenl  sur  S  cl  S,.  Les  ge(idesi(|nes  de  S  adinelleiit  alors 
nécessaireinenl  une  iiilr tj^iidv  jticiinrrc  du  x'coml  il(>j;fr .  Les  deux  svs- 
li'ines  d'e(|iialions  de  Lai^ran,:;!'  se  Iransforinenl  l'un  dans  l'aulre  par 
un   cliani;('iiieiil  de  varialdes  (//,        /.(//,  r)c//. 

DcK.ririiic  (-(ix.  Les   O  deriveni  d'un  poleiiliid,  el   inovennaul  une 

Iranslorinalion    de   AI.    Darlioux    edectnee    sur  le   svsleme  (  -7- ^  (  )  ]  (ui 

\dt-     V 

reiil  l'c  dans  le  premier  cas. 

Tnilsirinc  cds.  —  Ou  peiil  passer  d'un  des  svsli'uies  de  La^'rau^i' il 
l'anlrc  par  une  Iraiisrornialiun 


djl 
dt' 


>(",  OJ';^;  -l«(",  r)l 


fl-j' 


(Ml  rei;alile     ' ,  —  \\  —  consl .  delinil  une  inlvixnils'  ijundinl'tcjuc  du   pre- 
mier monvemenl  (disliuele  de  l'inle^rale  des  forces  vives  ). 

Dans  (diaenn  de  ces  Irois  cas.  un  an  iikhiis  des  deux  svsli'ines  de 
Lai;raut;-e  (  oii  l'on  aniinle  les  l'orces  )  possi'de  une  inlci^rale  (juadrati(|ue. 
•  '.omme  (Ui  coiiuail  Ions  les  r/.v-  (|iii  ionisseiil  de  celle  |iropriél(',  il  esl 
i'.rtrnucinciit  jdcilc  dr  J'oniicr  c.rplicilcnii'nt  tous  les  ciincspDiuluiils  de  lu 
pniiiurc  II  de  la  .ucoiidc  ciilvu^orii';  au  coiili-aire,  les  coudilions  dille- 
reiilielles  (|ni  derinisseni  les  svsli'mcs  coi'rcsjiondanls  de  la  Iroisii'ine 
cale,^orie  seiulilaient  l'orl  compli(|  nées  el  d'une  i  nlei^ral  imi  malaisée. 
Je  suis    par\eiin    cependant    ;i    delermiucr    explicitement    sans  c.ileuls 


-  m  ^ 

iDUs  les  svstt'iiies  de  (■cttc  calc;^iirie.  I^a  l'i'^lc  csl  I)i('n  siiii|ili'  :  On 
coriftitlciv  (h'iiv  rorrcsixirulditls  de  .)/.  I):irh()iiv ,  li'ls  (juc  leurs  ^rodc'- 
sk/Kcs  admetlcui  rcspcclncmcnl  une  inlvgralv  <ln  (hn.rivinc  degré,  cl  l'on 
remplace  chacun  de  ces  sysièmes  par  un  (pielcontpic  de  ses  correspunilanls 
de  la  première  ca/éf^or/e;  les  correspondants  ainsi  idilenus  épuisent  les 
correspondarils  de  la  troisième  catégorie. 

70.  Questions  connexes.  —  J'rlais  di's  lors  en  clal  {\f  liaitrr  les 
diverses  questions  (|iii  se  ratlarliciil  ii  rcxistrnrr  des  rorr('^]M)iidanls. 
Une  des  plus  intoressàiilcs  iiiit' j'aie  résolues  [.'j;},  11,  i7|  s'enonee 
ainsi  : 

La  sur/ace  S  et  les  forces  Q  étant  données,  peut-on  les  remplacer  pur 
des  forces  Q,  telles  f/ue  la  notnelle  /amtlle  de  trajectoires  soit  une  traits - 
J'ormée  ponctuelle  de  la  première  ? 

Pour  ([u'il  m  soit  ainsi,  il  l'ant  et  il  snl'tit  (|iie  le  svsli'me  (  -p;  >  O  ) 

admette  un  eorrespondani  (      S  Q,  )  lel  (|ni'  ds-  <•(  ds'^  soient  denx  r/.v- 

applieahles.  V.w  partienlier,  j'ai  montre  (|ne  la  Iranslormalioii  n'est 
conforme  (\ui'  si  les  denx  sysli'nies  dr  Laj;ranL;e  sont  iU'<.  correspondants 
ordinaires. 

Denx  eas  généraux  s(jn(  ii  ronsidcri'r  dans  ee  |)r(dil('me,  sni\anl  (juc 
la  transformation  de  passai^e  entre  les  deux  lamilles  de  Irajeetoires 
eonsei've  on  non  les  géodési(|ues. 

Onand  les  géodésicpies  admellenl  nue  Irausloi-mation  poneluellccn 
elles-nn'mes,  soitlT),  ;i  ton!  sy-li'nn'  de  l'oici's  O  ou  peut  l'aii-c  eorrcs- 
p(mdrt>  des  foi'ees  Q,  tellrs  (|iii'  les  nouvelles  lrajeel(_)ires  se  déduisent 
des  |)remières  [)ar  la  translurmalinu  i  t  ).  (l'ol  ainsi  ipu'  les  L!;(''oiiesii|iies 
dn  plan  (les  droites)  se  eouservant  dans  la  IransFormalion  liomogra- 
plii(|ne,  à  toute  loi  de  Corées  dans  le  momcuienl  plan  on  peut  eu  snli- 
slitner  une  autre  (dépemiant  de  linit  eonstantes)  (elle  (|ue  les  nouvelles 
trajectoires  soient  des   transfoi'mees  liiMiio^ra|)Ini|ues  des   pi'emières. 

(Jn  voit  eommeut  mes  i-eeiierrlies  si'  l'atlaeheiit  a  Vlii)tnograplii<-  <-n 
Mécaniep.ic  (|ue  M.  Aji[)ell  a  si  henrensement  intro  Inile  dans  la  tlie(nie 
des  forées  eentrales  (  '  ). 

(')  M.  A])|)oll  cl,  après  lui,  M.  Diiullimillc  se  sunl  aussi  occii|i(''S  des  corrc^iioudont.^ 
(l(ï  la  proiniéro  caU'goric. 
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Mais  il  existe  des  iiiinles  de  Iransloriiial  loii  des  I  rajeeloires  (jiii  ne 
eoiiserviMil  |ias  les  !^('(»desi(|  lies  el  ira|i|iaii  ienneiil  (|irii  des  Imees  () 
exeenliomiidles.  (i'esl  ainsi  <\\\  à  i-crlduics  Inis  dr  /orccs  du  tiioinrniciil 
jiliui  ou  jtciil  (issociiT  une  dulic  loi  tclh'  (jw  li's  nomc'lrs  li-ajc  -loircs  se 
ili'dutscnl  (lis  fiivnuvrvs  juir  une  iniiis/ornKdion  poricliK'Ilc  (jiu  //'es/  plus 
/iii///o^/ai>/iii/i/c  ( /  f/iu  firii/  iiu'ini'  l'irc  tninsi-c/itldiih' .  \oiei  nn  e\eni|ile 
(le  rv[\i'  eireonslance  liien  cnriense  :  ra|i|)(ii  Ions  le  plan  aux  l'nnrdnii- 
nees  elli|)ti(|U('S  a,  [i  delinies  par  les  ei>ni(|neN 


/-  — 


cl  einisnleroiis  les  denx  lois  de  foi'ecs 


f't 


II  —  /;-;<-)■(:<-  — .i-)' 


(1-/^3^)^1 


I  —  k'  s/i-  y3  ,  _  /,.-^.,.„2  ^  '(  3!-  —  1  )  (.  .3-  —  I  )  ' 

les   secondes   tiajeeloircs  se   déduisent    des    preniicri's    en    (  lian^eaiil 


7.  en   .v//c/;|i    cl    [i  en   s/i  \  (  7.'-  —  i)(|ii-  —  i),    t  ransroi'nialion    |MnictUidlc 
Iransecndanle. 

I,a  rc(diei'elie  des  I niiisloritidl ions  jiouiiiiclles  des  Irajcrloiifs  eu  (lies- 
itiùtics  l'cnli'c  evidciniiieiil,  eoniiiie  cas  |)ailicii I ici',  dans  le  prohli'nii' 
|irccédenl.  (les  I  raiislornialioiis  peineni  on  non  conscr\i'r  les  i^codc- 
si(]iics;  j'en  ai  doiini'  une  idassiiiealioii  jin^i'isi':  les  Iravanx  de 
.M.  K(cnii;s  sur  les  ^/\-  ;i  iiiléi;i'alcs  (|iiadiMli(|nes,  eonihines  avec  les 
resiillals  prcccdcnis,  pcrnielleni  d'en  épuiser  l'elnde. 

71.  Sysli'iHcs  à  II  jiuiitiintris.  —  Tons  les  proldi'ines  el  loiiles  les 
IH'oposilions  (pie  je  viens  d'iii(li(|ner  oui  leurs  aiialoL^nes  (|nid  (|ne 
soil  le  nonilire  des  diinensions  des  ds' ,  c'esl-a-d  ire  dans  l'elnde  des 
s\sl(Miies  ;i  -m  (lei;i-(''s  de  liher'le  |  )!()  il  o2,  il.  ."><S  |.  La  dillerenee 
principale  (|ni  sépare  le  cas  de  ii:-  -j.  du  cas  ;;('iieral.  c"cst  (|ne 
r e.vislcurr  il' uil('<j;ralcs  (jiuulrurKjucs  (  du  uiomcniciil  avec  ou  sans 
forces)  csl  loujoins  //('cismii'c,  //laix  ne  suf/il  plus  pour  ipi  ii/i  s\sl(rnc  d( 
l.ai:,r<mi^('  uilinvlti-  des  rorrcspoiiihuih  non  on/iui/ircs.  .l'ai  indi(|iie, 
sinis  une  rornic  Iri's  simple,  les  (-(uidilions  supplcniciilaircs  (|n'il 
iani    ajonlcr    |ionr    (diaenne    des    trois    calci;(iries   de   cinrcspoinlanls. 
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J  ai  donné  des  exemples  étendus  de  correspondants  des  diverses 
espèces,  ainsi  que  dégroupes  de  transformations  des  trajectoires,  etc.. 
mais    sans   les    épuiser    tous.   J'ai   toutefois  dètcnninc   e.rplicitement 

|.')3.  47]  tous  les  svstcmcs  (-tt'  Q)  '/  "  paramètres,  dont  les  trajectoires 
admettent  une  transformation  continue  conforme. 

Dans  Tétuile  de  la  représentation  géodésique  des  d.t-  quelconques. 
je  me  suis  trouvé  en  contact  avec  M.  Liouville  sur  plusieurs  points 
où  nous  conduisaient  des  méthodes  toutes  ditlérentes.  Depuis  lors. 
M.  Levi-Civita  a  achevé,  par  une  méthode  très  élégante,  d'élucider 
complètement  cette  (juestion. 

.l'ajoute  que  cette  étude  des  systèmes  (n-,  '  Q)  correspondants  m'a 

amené  à  donner  une  forme  extrêmement  simple  aux  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'uni>  famille  de  courbes  coïncide  avec 
les  trajectoires  d'un  système.  La  méthode  que  j'emploie  s'applique 
d'ailleurs  aussi  bien  aux  équations  du  calcul  des  variations  ;  elle  met  en 
évidence  leurs  invariants  absolus  et  leurs  propriétés  caractéristi(|ues. 

Mécanique  analytique  du  frottement. 

72.  La  Mécanique  analyli((uc  proprement  dite  ne  s'occupe  que  des 
systèmes  dénués  de  frottement.  L'étude  d'un  grand  nombre  de  sys- 
tèmes particuliers  avait  montré,  vers  la  tin  du  siècle  dernier,  qu'on 
peut  admettre  dans  bien  des  cas,  sans  eri'eur  sensible,  ([ue  les  réac- 
tions du  système  ont  un  travail  nul  dans  tout  déplacement  infinité- 
simal ?7>/«<;'/ (compatible  avec  les  liaisons)  :  on  adopta  cette  propriété 
comme  une  définition  de  l'absence  de  frottement,  et  l'on  constitua  la 
Mécanique  des  systèmes  matériels,  dont  les  réactions  satisfont  à  cette 
restriction. 

En  réalité,  cette  restriction  n'est  jamais  qu'imparfaitement  remplie. 
Quand  elle  s'écarte  trop  de  la  réalité,  on  la  corrige  en  complétant  les 
réactions  par  des  forces  retardatrices  qu'on  ^^[tëWo  forces  de  frottement . 

Les  lois  auxquelles  obéissent  ces  forces  <le  frottement  sont  des  lois 
empiriques  encore  mal  étudiées.  3Iais,  telles  qu'elles  sont,  ne  pré- 
sentent-elles pas  dès  maintenant  assez  de  caractères  généraux  com- 
P.  i5 
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imins  pi)iir  poniicdri'  de  coiistitiici'  une  Mécanique  anal\ii(|(i('  des 
systèini^s  doues  de  (Vollernent,  analogue  à  la  Mécanique  classique? 
L'cnti'e|)iise  ne  m'a  pas  semblé  impossible  et  je  l'ai  tentée  [I^S.IÎ), 
;■)(),  5'2|.  L'iulerét  d'une  telle  entreprise  n'est  pas  seulen)ent  de  donner 
plus  d'unité  et  de  beauté  à  une  doctrine  didactique;  il  est  plus  pro- 
fond. Dans  la  Mécanique  des  systèmes  continus  (liydro(lynanii(jue, 
élasticité,  etc.),  en  rbermodynaini(jne,  en  Tliermocliimie,  on  admet 
comme  postulat  l'oiidainental  un  principe  analogue  au  principe  des 
vitesses  virtuelles  (tel  qu'on  l'énonce  pour  les  systèmes  dénués  de  frot- 
tement ).  Ce  principe  n'est  jamais  exactement  vérifié;  pour  le  corriger, 
on  doit,  là  aussi,  introduire  certaines  forces  retardatrices  dont  la  na- 
ture est  encore  bien  obscure.  Une  Mécanique  plus  rationnelle  et  plus 
parfaite  du  frottement  serait,  dans  ces  difticiles  reclierches,  un  guide 
précieux. 

~'.i.  Discussion  des  lois  empiriques  du  frottement.  —  En  étudiant  les 
lois  empiri(jues  du  frottement,  mon  attention  a  été  frappée  par  un 
fait  (|ui,  cci'tes,  n'est  pas  difticile  ii  apercevoir,  mais  dont  on  ne 
semble  pas  avoii'  remar(|ué  les  conséquences.  Imaginons,  pour  tixer 
les  idées,  un  corps  rond,  pesant,  qui  glisse  avec  frottement  sur  un 
[)lan  lioi'izontal  ;  le  fait  que  je  veux  signaler,  c'est  que  le  frottement 
ne  modifie  pas  seulement  la  composante  tangcntielle  de  la  réaction,  mais 
aussi  l't  coniposaiiie  normale  ;  si  le  corps  est  i)lacé  dans  des  conditions 
iniliali's  déterminées,  la  réaction  normale  est  différente,  suivant  qu'il 
est.  pai' exeniple,  liuilé  ou  non. 

x\e  sen)l)le-t-il  pas,  dès  lors,  plus  rationnel  d'appeler  /orcr  de  frotte- 
ment la  véritable  force  due  au  frottement,  c'est-à-dire  la  dilTérence 
géométrique  entre  la  réaction  réelle  et  Va  force  de  liaison,  i('i\cl\on  qui 
s'exercerait  dans  les  mêmes  conditions  entre  les  deux  corps  supposés 
parfaitement  polis?  De  même,  à  la  loi  empii'i(|ue  du  frottement  (|ni  l'ait 
connaître  la  rcuction  totale  en  fonction  de  sa  composante  normale,  ne 
convient-il  pas  de  substituer  \n  loi  rationnelle  de  frottement  i]u\  fait 
connaître  la  réaction  totale  en  fonction  de  la  force  de  liaison? 

Cette  conception  trouve  une  confirmation  singulièrement  forte  dans 
les  diftîcultés  (|ue  soulève  l'application  de  la  loi  empirique  du  frotte- 
ment. Sans  doute,  la  loi  rationnelle  et  la  loi  empirique  du  frottement 
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se  déduisent  l'une  de  l'autre  d'une  (açon  tout  élémentaire;  mais,  tandis 
que  la  seconde  se  déduit  de  la  première  sans  la  moindre  dilticulté,  les 
calculs  algébriques  qui  déterminent  la  loi  rationnelle  en  parlant  de  la 
loi  empirique  peuvent  aboutir  à  une  impossibilité  ou  ii  une  ambii;uïté. 
Quand  cette  singularité  se  présente,  c'est  que  la  loi  empiri(iue  est  lo- 
giquement inadmissible  ou  laisse  le  clioix  entre  deux  mouvements 
possibles. 

On  serait,  il  est  vrai,  tenté  de  croire  (jue  seuls  des  systèmes  très 
exceptionnels  peuvent  prêter  à  de  telles  difticultés.  C'est  tout  le 
contraire  qui  est  vrai,  au  moins  dès  que  le  coeftieient  empiri(iue  de 
frottement /est  suftisamment  grand. 

Considérons,  par  exemple,  deux  disques  situés  dans  un  même  plan, 
dont  l'un  est  fixe  et  dont  l'autre  glisse  avec  frottement  sur  le  premier. 
(Dans  la  réalité,  les  deux  disques  seront  deux  cylindres  glissant  l'un 
sur  l'autre.)  Si  l'on  ap|K'lle  CA,  GB,  les  distances  du  centre  de  gra- 
vité G  du  disque  mobile  à  la  normale  et  à  la  tangente  commune  aux 
deux  disques,  et  K  le  ravon  de  i^vration  du  disque  autour  de  G,  la 
composante  normale  de  la  réaction  est  donnée  par  l'égalité 


K=+r,  V-— c/(i A.GH 


où  P  est  indépendant  de/.  Si  donc  le  disque  mobile  n'est  pas  un  segmenl 
de  droite  ou  un  cercle  dont  le  centre  coïncide  mec  G.  N  ilepe/id  de  f  (  '  ). 
La  loi  empirique  du  frottement  de  glissement  conduit  à  une  impossibilité 

des  que  j  dépasse    ^.      ^y^,  • 

Une  conclusion  analogue  s'appli(iue  ii  deux  solides  quelconques  (]ui 
glissent  l'un  sur  l'autre. 

Comme  exemple  précis,  prenons  une  tige  métalli(|ue  AH  tlont  une 
extrémité  glisse  avec  IVottement  sur  une  borizontale  Ox  du  plan 
vertical  :rOv.  Soient  /  la  longueur  totale  de  la  barre,  m  sa  masse,  wX-' 
son  moment  d'inertie  par  rapport  au    centre  de  gravite  (1,  y.  l'angle 


(i)Si  aux  conditions  iniiiales  (loiinécs  on  comiKU-o  les  uiônn.'S  condilions  iniliyles  où 
toutes  les  vitesses  sont  ehan|.'ées  de  signe,  la  nouvelle  valeur  de  .N  s'obtient  en  changeant 
dans  la  première  le  signe  de  ;  ;  le  frottement  augmente  N  dans  un  des  cas  cl  le  diminue 
dans  l'autre. 
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(  compris  eiitrc  o  et  '-  1  (|ii('  l'ail  la  lii!;!!  avec  la  vcrlicalc  dans  la  posilioii 

initiale  (u'i  on  rahaniloiinc;  je  suppose  enriii  la  tige  animée  (  à  Tiii- 
staiit  initial  )  (l'une  vitesse  de  translalion  liori/onlale,  dirigée  on  sens 
inverse  de  la  projeelion  de  AB  sni'O.r.  Aucun  mouvement  possibles 
ne  satisfait  à  la  loi  enipiri{|iie  de  IVotlement  dés  que  /est  plus  grand 

(|U(^  -, — : \'A\   nrenant  a  nelil,  et  en  elioisissant  une  li"('  dont 

'        /-sinacos3(  '  ' 

l'extrémité  H  soit  tri's  lourde  pai'  l'apport  au   r'cste  de  la  tige,  on  peut 

rendre   celte  liniile  de  /'  inlï'rieure.   |iar  exemple,  ii  :;'-. 

Aulie  exemple  :  Lu   cylindre  de  r'évolution  glisse  avec  frottenient 

sur  un  |)lan  incliné.  Soient  /  sa  longueur,  /•  son  rayon  de  hase,  k  son 

rayon  de  gyration  autour  de  son  axe,  /  l'inclinaison  du  plan.    I,e  cv- 

lindi'c  étant  animé  (riiii  mouvement  initial  de  translatiiui   |)arallide  ;i 

une  ligne  de  plus  gramle  |tenl(^  ilu  plan,  aucun  mouvement  n'est  com- 

patililo  avec  la  loi  de  frottement  di's  (|ue_/' dépasse  la  (|iianlité      -t-  -• 

l']n  construisant  le  cylindre  avec  deux  cylindres  concentri(|ues,  le  ev- 
lindre  intérieur  lieaucoup  plus  loui'd  (|ue  le  cylindre  extérieur,  (ui  peut 
l'eudre  cette  limite  inférieure  aux  valeurs  ordinaires  de  /'. 

74.  \  (lilii  donc  des  (!X|téi'iences  réalisaldes  où  les  lois  classi(|ues  du 
frottement  nesaur'aient  se  vérilier. 

On  a  admis  jus(|u"ici  que  la  enm|iosanle  tangenti<dle  li,  de  la  l'éac- 
tion  est  nue  fonction  de  la  composante  normale  N,  soit  H,  = -^  {  N  ), 
fonction  (|ui  ne  dépend  que  do  la  nature  des  éléments  matériels  en 
contact  et  de  leurs  vitesses  relatives.  Si  cette  livpothèse  doit  subsister, 
|)Our  que  la  loi  empiri(|ue  de  froltement  11,  =  'f  (-^^  échappe  aux  cun- 
tradictions  (|ue  je  viens  de  signaler,  il  faut  (|u'elle    satisfasse  ii    une 

restriction  :  -;r-  doit  tendre  vers  zér'o  lioiir  N  très  i>rand. 

Mais  convient-il  de  conserver  cette  liypolhi'se  ?  On  en  peut  douter, 
si  l'on  reinar'(|ue  (|uc  les  systèmes  rudimcntaii'cs  (|u'on  a  soumis  au 
contrôle  de  rexpérienec  rentrent  précisément  dans  la  classe  excep- 
tionnelle pour  hniuelle  la  réaction  normale  ne  dépend  pas  du  frotte- 
ment; pour  CCS  sys/cmes,  la  loi  empiriqur  cl  la  loi  rationnelle  de  frotlc- 
inent  se  confondent.  Supposons  pour  un  instant  (|ue  la  loi  exacte  du 


(VoUemoiil  do  glissement  soit  la  proportionnalité  de  la  réaction  lan.uen- 
tielle  à  la  force  de  liaison  (et  non  à  la  composante  normale)  :  cette  loi 
serait  parfaitement  d'accord  avec  les  expériences  connues.  //  est  donc 
indispensable  d' effectuer  de  nomellcs  expériences  sur  des  systèmes  de  l'espèce 
générale,  j'entends  pour  lesquels  la  réaction  normale  dépend  sensiblement 
du  frottement.  La  loi  ordinaiic  dn  frottement  devra  sûrement  être 
modifiée.  Il  conviendra  de  voir  si  une  relation  très  simple  n'existe  pas 
enti'e  la  réaction  et  la  force  de  liaison.  Lors  même  ([u'une  telle  relation 
ne  serait  pas  susceptible  d'un  énoncé  aussi  général  que  la  loi  vulgaire 
de  frottement,  il  serait  sans  doute  possible  de  classer  les  liaisons 
entre  solides  en  un  nombre  fini  de  types  (jni  comporteraient  ebacuii 
une  loi  rationnelle  de  frottement  très  précise. 

Ce  sont  là  des  questions  que  l'expérience  peut  seule  trancher.  .Mais. 
(|uelle  que  soit  la  loi  empirique  de  frottement  à  laquelle  on  aboutisse, 
une  chose  est  certaine  :  c'est  que  si  cette  loi  est  exacte  pour  un  svstème, 
j'entends  sensiblement  conforme  à  la  réalité,  elle  permet,  par  un  calcul 
tout  élémentaire,  de  former  la  loi  rationnelle  de  frottement,  sans  diffi- 
culté et  sans  ambiguïté.  Nous  pouvons  donc  toujours  admettre  (|ue  la 
loi  rationnelle  île  frottement  est  connue. 

Dès  lors,  on  peut  constituer,  pour  les  solides  doués  de  frottement, 
une  ^lécanique  entièrement  analogue  à  la  Mécaiii(|ue  classique  des 
solides.  On  sait  que,  si  un  ensemble  de  solides  est  assujetti  à  un 
groupe  de  liaisons  simples  dont  chacune  est  sans  frottement,  le  svs- 
tème ainsi  constitué  est  sans  frottement,  et  l'on  peut  calculer  son  mou- 
vement, connaissant  les  forces  données.  Cette  pi'oposition  subsiste  si 
chaque  liaison  simple  donne  lieu  à  un  frottement  dont  on  connaît  la  loi 
rationnelle  :  on  peut  encore  calculer  le  mouvement  du  système  assujetti 
à  toutes  les  liaisons  et  soumis  à  des  forces  données.  Il  y  a  lieu  toute- 
fois de  noter  ici  une  difféi-ence  :  quand  il  n'y  a  pas  frottement,  le  théo- 
rème énoncé  suppose  seulement  (|ue  les  liaisons  combinées  sont 
row^rt^/A/fi^  géométriquement  et  mécani(|uement  ;  quand  il  y  a  frotte- 
ment, il  faut  encorequ'elles  ne  soient  pas  «</-rt/>ortf/cz«/e.v.  Par  exemple, 
on  sait  calculer  le  mouvement  d'un  solide  qui  repose  par  //w/^  points 
sur  un  plan,  connaissant  le  coefficient  de  frottement  attache  ii  chacun 
des  trois  points;  il  n'en  est  plus  de  même  si  le  corps  repose  sur  quatre 
pieds;  il  faut  alors  recourir  à  la  théorie  de  l'élasticité. 
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7;").  Di'/inilion  ij;cnéral('  des  forces  de  frottement .  —  Ce  (|uc  je  viens 
de  dire  pour  un  svslème  de  solides  s'applicjue  à  un  système  matth'iel  S 
entièrement  (jiieleonquc  (continu  ou  discontinu)  dont  la  position 
dépend  d'un  nombri;  fini  de  paramètres.  Voici  la  définition  générale 
que  j'ai  donnée  des  forces  de  frottement  :  Je  considère  les  différents 
points  du  système  dans  des  condilions  initiales  déterminées;  si  le 
sysli'me  était  sans  flottement,  c'est-à-dire  (par  définition)  si  le  travail 
virtuel  des  réactions  était  constamment  nul,  on  saurait  calculer  à  la 
fois  le  mouvement  du  système  sous  l'iulluence  des  forces  données, 
et  les  réactions  (R')  qui  s'exercent  sur  chaque  point  M  (de  masse  w), 
réactions  que  j'apj)elle  /"o/rev  de  liaison.  En  réalité,  le  système  etanl 
doué  de  frottement,  les  réactions  dilTèrcnt  des  forces  de  liaison;  j'ap- 
pellcyf'/'v  de  frottement  s'exerçant  sur  _M  la  dilTérence  géométricjue  (p  ) 
entre  la  réaction  vraie  (\\)  et  la  force  de  liaison  (  K'). 

Le  systi'me  de  segments  (p)  jouit,  quelles  que  soient  les  lois  du 
IVotlemenl.  de  propriétés  géométriques  remar([uaitles.  On  a  d'abord 

âa^   m       ji^    m        -^  m 

Déplus,  le  déplacement  du  système  (S),  où  chaque  point  >I  subit  le 

déplacement  -^— o/,  est  un  déplacement  r/r/^c/.  Chaque  réaction  (  H)  se 

trouve  ainsi  décomposée  en  deux  forces  (p)  et  (  15  )  dont  l'ensemble 
satisfait  à   ces  deux  conditions  :   i"  le  tnnaii  ririue/  des  (  W  )  est  nul; 

2°   le  dèpkieenwnt  ■''     ot  impose  à  eluK/ne  f)oint  .M  eonstitiie  un  dèphiee- 

menl  virtuel  de  S. 

On  montre  (|ue,  pour  un  ensemble  quelcomine  de  segments,  une 
telle  décomposition  est  toujours  possible  et  d'une  seule  manière;  il 
est  donc  loisible  encore  de  définir  les  forces  de  frottement  et  de  liaison 
d'après  cette  décomposition. 

76.  Le  caractère  commun  à  toutes  les  lois  de  frottement,  c'est  de 
déterminer  les  forces  de  frottement  p  en  fonction  des  forces  de  liaison  R 
(et  des  positions  et  vitesses  de  S  à  l'instant  considéré  /).  La  loi  sera 
dite /o«  ra//'o/?/u'/A' du  frottement  si  elle  donne  explicitement  les  p  en 
fonction  des  R'.  Quand  un  système  est  assujetti  à  plusieurs  liaisons 
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distinctes,  sa  loi  rationnelle  de  frottement  se  calcule  sans  difticulté  ni 
ambiguïté,  à  l'aide  des  lois  analogues  attachées  à  chaque  liaison, 
pourvu  du  moins  que  les  liaisons  ne  soient  ni  incompatibles  ni  sura- 
bondantes. Les  équations  du  mouvement  peuvent  recevoir  la  forme 
donnée  par  Lagrange  aux  équations  du  mouvement  sans  frottement  ('). 

Un  autre  caractère  commun  des  lois  du  frottement,  c'est  d'être  en 
défaut  quand  les  positions  et  vitesses  des  points  de  S  satisfont  à  cer- 
taines conditions  exceptionnelles.  Ces  conditions  expriment  toujours 
que,  dans  une  des  liaisons,  deux  des  éléments  matériels  (|ui  frottent 
l'un  sur  l'autre  ont  une  vitesse  relative  nulle.  On  est  alors  dans  le  cas 
du  frottement  au  repos  ou  au  départ.  La  loi  du  frottement  relative  ;i  la 
liaison  considérée  doit  alors  être  remplacée  par  la  suivante  :  Ou  bien, 
pendant  un  certain  temps,  les  conditions  exceptionnelles  restent  rem- 
plies, ou  bien  elles  cessent  immédiatement  de  l'être  et  la  loi  ordinaire 
du  frottement  s'applique  à  la  liaison;  dans  le  premier  cas.  les  forces 
de  frottement  dues  à  la  liaison  sont  assujetties  à  certaines  inégalités 
par  rapport  aux  forces  de  liaison  correspondantes.  La  loi  ainsi  modi- 
tiée  fournit,  pour  tous  les  types  naturels  de  liaison,  assez  d'équations 
pour  mener  à  bonne  fin  la  discussion. 

J'ai  appliqué  ces  généralités  à  un  grand  nombre  d'exemples,  rommc 
celui  de  la  sphère  pesante  mobile  avec  frottement  sur  un  plan  incline 
que  j'ai  intégré  et  complètement  discuté. 

H  est  clair  que  la  théorie  précédente  embrasse  le  frottement  de  rou- 
lement et  de  pivotement.  Elle  constitue  pour  les  systèmes  quelconques 
doués  de  frottement  une  véritable  Mécanique  analytique. 

(  •)  M.Appell  s'est  occupé,  à  un  tout  autre  point  de  vue,  d'étendre  les  équations  de  La- 
grange au  mouvement  des  svslènies  doués  de  frottement. 
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v, niable  1  Ihid..  p.   i:;'|."i). 

:i().    Sur  les  Iran-ldrinal  ions  en  Meiaiiiipie  \lltid..  p.  l'iia). 
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;5I .  Sur  la  IransIVn-nialion  (les  éf|iialioiis  de  Lagraiiye  (Comptes  rc/u/i/s.  2'' sih 
mesire,  t.  (]\\',  [).  ^q'j;  1892). 

32.  Sui-  la  traiisfiirniatlon  des  é(iuations  de  la  Dyiiamiciue  {Ihid..  p.  714  et 

33.  Sur    les    transCormalions   infinitésimales  des   liajccloires  des    systèmes 

{Comptes  rendus,  i'"'' semestre,  t.  C\\  1.  p.  21;  iSyS). 

3t.  Sur  les  équations  ditïérenlielles  d'ordre  supérieur  dont  l'inléprale 
n"adniet  (ju'un  nombre  fini  de  délerminalions  (Ibbl..  p.  SS  1. 

33.  Sur  les  éi]ualions  dillérenlielles  d'ordre  siipéiieur  dont  riiileiirale 
n'admet  i|a'un  nomlue  tlonné  de  déterminations  {llnil..  p.  173). 

30.  Sur  les  singularités  esseniielles  des  équations  dillérenlielles  d'ordre  >u|ie- 
rieur  ijlnd,.  p.  062  ). 

37.  Siu-  les  transcendantes  définies  par  les  é  pialions  diirércnlielles  du  second 

ordre  {Ibid..  p.  ^M\\. 

38.  Sur  les  équations  du  second  ordre  et  du  premier  degré  dont  l'intégrale 

est  uniforme  {Comptes  rendus,  2"  semestre,  t.  ("\\"II,  p.  211;  iSijî  1. 

30.  Sur  les  équations  din'érenli(dles  du  second  oiilri>  à  poinis  critiques  fixes 
et  sur  la  correspondance  Muuilormc  entre  deux  sinfaces  algehriiiues 
{Ibid..  p.  Gu). 

iO.  Sur  les  équations  dilTiM-entielics  ilii  secdud  oidre  :'i  poinis  criliipies  lixi's 
{Ibid.,  p.  6861. 

il.  .Mémoire  sur  la  transfornialidn  des  écpialions  de  la  Dynamique  {Journal 
de  Malliématifiues.  !^^^  série,  I.  \.  p.  J-çrî;  janyier  i8()-)  1. 

i2.  Sur  une  ap[diealion  de  la  ihéorie  des  grou|ies  coiilinu>  à  la  tluMuii'  des 
fonctions  {Comptes  rendii's.   i"'  >emestre,  t.  (iW'lII,  [).  8i-");  iSy'j  1. 

i3.  Leçons  sur  rinté,i:ration  des  e(pialions  de  la  Dynamique  et  aiqilicalions 
(l'aris,  llerniaiMi,  2()c)  pages,  in-4";  iS^:'))- 

ii.  Sur  l'intégraliou  algéliri(pii'  des  équations  dillV'renliidles  linéaii'es 
i  Comptes  rendus.  2"  >emesli'e,  I.  (;\I\.  p.  .'>7  ;   i8i)|i. 

Vo.  Note  sur  un  Mémoire  de  M.  Hiimberl  {Jaumul  de  Mathémiiti'jues. 
'{"  série,  t.  \,  p.  200-206;  juillet  i8ç)4)- 

tt).  Sur  une  cerlaine  idenlilé  entre  déterminants  [Ilulletin  de  la  Société 
matliémalifjue  de  France,  t.  WII,  p.   r  16-1  K);  juillet   i8y4). 

'iT.  Sur  les  lrau>fnruia(iiin<  inliuili'simales  des  li-ajecloires  des  système^ 
{Comptes  rendus,  2''  semestre,  I.  C\l\,  p.  07;  i8ij4). 
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'iS.  Siif  les  laniivciiii'iil-;  cl  les  li-;ijecli»ires  réels  îles  systèmes  (  Biilleiin  de 
la    Socii'-lé    iixilhcniiiliijiK;  rie   Friincc.    I.    Wll,    |).    i3(}-iS,'i;    oelobrr 

'lO.  Siii'  Im  ili'lniiiidii  ixéiiér.ile  ilii  riottemeiit  (Comptes  rc/uliis,  i"  semestre, 
t.  CW,  p.  ■■..,(',;   ,S,h). 

.■)(>.  Sur  les  lois  expérinienCiles  du  rrottemeiit  de  glissement  (Coniptes 
re/iiliis,  i"  semestre,  t.  (A\l,  p.  i  i',;  i8i|")). 

ol.  Siii-  les  siirfaet's  ;ili;i'|)rii]iies  ipii  ndmetteiil  un  groupe  coiilliiu  de  Iratis- 
t'cirmalions  liiraliiinnrlles  (llnit..  p.  3iS). 

•ï'i.    Leçons  sur  le  IVottement  (Paris,  Ilermann,  iio  pages  iii-'i";  ifîij.j). 

."i;}.  Sur  les  fonctions  unil'ormcs  déliiiies  |iar  l'inversion  de  dilTerenliellcs 
lotales  (Comptes  remliis.   i"  seme-Ire,  t.  CWII,  p.  liiio;   iSyG). 

.')V.    Sur  l'inversion  des  systèmes  de  diirerenlielles  totales  (/ùicl.,  p.  7G9). 

.').').    Sur  les   Iransl'ormalions    binniformes   des    surfaces    altîf'hriques    {Ihid, 

p.  s.y,). 

.')(;.    Sur  les  èipi;itinns  (lilfèrentielles  du  premier  ordri'  (Ihid..  \^.  i3ig). 

.')" .  Sur  les  (■■ipiatious  dilferenlielles  du  premier  ovilvt^  (Com/ites  rendus.  2'' se- 
mestre, t.  (AXIII,  p.  8S:  is,,(;). 

•)8.    Siii'  les  lrausf(U'matioris  des  éipiations  de  la  Dyuamicpie  (Ibil..  p.  392). 

.'(!).  Sur  les  eiiuations  dill'ereulielles  du  premier  ordre  (  .innales  de  la  Faculté 
des  Seienccs  de  Tou/misc.  uoveml)i'e  iS'j'J). 

<i(>.  Sur  les  singularités  des  éipiations  de  la  Dynaiiiiiiue  (Comptes  rendus. 
■y  i-eme^tre,  I.  CWIII,  p.  (i3G;  iScjG). 

<il.  Sur  les  singularités  des  éipiations  tie  la  Pynamiijue  et  sur  le  problème 
des  trois  corps  (Ihid.,  p.  8-]). 

i'rl.  Sur  les  intégrales  premières  des  systèmes  dill'i'rentiels  ((Joniptes  rendus. 
i"  semestre,  I.  CXXIV,  p.  i36;  1897). 

tl-i.  l.ccon<  sur  la  tliéorie  analytiipie  des  équations  dilferenlielles,  professées 
à  Siockliolm  (septembre,  octobre,  novembre  189.J),  sur  l'invitation  de 
S.  M.  le  lîoi  de  Suède  et  de  Norvège  (  Paris,  Ilermann,  Gio  pages  in-4"; 
Janvier  1N97  ). 

(il.  Sur  les  intégrales  de  la  Dynamiipie  et  sur  le  [irobléme  des  n  corps 
((Joniptes  rendus.   1"  semestre,  l.  ("AXIV,  |).  G21;  1897). 

G.').  Sur  les  intégrales  ipiadraliijiies  des  éipiations  de  la  Dynamique  (Ihid.. 
p.  221;  Additions,  t.  (A.W  ,  ]!.  i.'iG). 


-   12o  — 

()(].   Sur  les  pclil>  mouviMiieiiU  périndiiines  des  «ystèaies  {Ihi'L.  p.  1222). 

G".   Sur  les  petits  niouveiiieiits  péiioiliques  à  très  longue    ])érioile  (llnd.. 
[1.  i3'|0). 

GS.    Sur  les  positions  irr^iiiiililne  instable  {Ibid..  p.  1021). 

GO.    Sur  les  cas  du  prolilènn-  des  trois  cor[is  (ou  des  //  eoi'|is)  ofi  di'u\  de- 
coriis  se  choquent  ;iu  i]oi:t  d'un  temps  Uni  {IbiiL.  p.  1078). 

70.  Sur   la   reiirésL'utation    îles    fonctions    analytiques    unil'nruK^s    (Co/ii/i/rs 

rendus,   i"  scni(>stre,  I.  (IXW  I,  p.  200;  i8c)8). 

71.  Sur   le  développement    des    fonctions    holomorplies    dans    un    domaine 

quelconqui^  (llnd.,  p.  3iS). 

7-2.    Sur  le  dévelop])emenl  des  fonctions  analytiques  pour  les  valeurs  réelles 
des  variables  {llnd..  p.  38.5). 

73.   Sur   le   tlévelop]iement    des   fondions    réelles    non   analytiques    (Ibid.. 
p.  4.J9). 

~i\.    Sur  les  intégrales  premières  du  iindjléme  des  n  corps  (HuUeCin  a.ttrono- 
inique.  t.  X\  ,  p.  81-11  !;  mars  1898). 

75.  Sur  les  surfaces  ipii  admettent  un  groupe  inllni  discontinu  de  lran>loi- 

malions    birationuelles    (Comptes   rendus.    1"  semestre,    t.    CWN  1. 
p.  5 12;  189S). 

76.  Sur  les  équations  didërentielies  du  second  ortlre  à  points  ci'itiip.ies  lixe> 

(Ibid..  p.  I  iS.i). 

77.  Sur  la  détermination    tles    éipjalions   tlilférentielles   du   second  oidre  à 

points  critiques  fixes  (Ibid.,  \^.  1029). 

78.  Sur  les  équations  ditrérentielles  du  second  ordre  à  |)oints  criti(|ues  li.\es 

(Ibid..  p.  .697). 

79.  Sur  !a  détermination  des  équations   difTérenlielles    du   second   ordre  à 

points  critiques  ll.xes  (Comptes  rendus,  1'  semestre,  t.  CWV,  p.  .j/|i: 

1898). 

80.  Sur  les  équations  dilTérentielles  du  second  ordre  à  points  critiques  fixes 

(Ibid..  p.  9^5). 

81.  Sur  le  développement  d'une  branche  uniforme  de  fonction  analyti(|ue 

(Comptes  rendus,  i"  semestre,  t.  CXXVIII,  p.  1277;  1899). 

8-2.   Sur  le  calcul  des  intégrales  des  équations  dilTérentielles  par  la  melliodc 
de  Cauchy-Lipchilz  {Ibid.,  p.  i5o5). 
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8:5.  Sur  l;i  iiirtlMuli'  ilr  CmikIin -lj|iil]ilx  i  Jliillctin  'le  la  Sncirtr  malhrninli'iiir 
(II-  l'niiii-c.  I.  \\\  II,  p.   1  '|i);  Juin   iSi)()i. 

8V.  Sur  le  (li''\('l(i|i|)ciiii'iil  iriiiic  lnMiirlu'  de  iDnciiuii  lidlimioiphe  en  série,'  de 
|M)I\  iKillli's  {  Ciiiii/i/rs  rr/n/i/s.  •>'■  si'llicsl  ic,  I.  (l\\l\,  |i.  ••;  ;  i8i|X). 

85.    Sur  le  (l(''\cl(»|)|>('mcul  des  l'oiiclioiis  aiuiijlitiiics  de  [liusieiirs  variables 

{/h</..  p.  r).). 
8(>.    Sur  les  (Mpialions  (liHV'rcnlirlles  du  second  ordre  à   points  er'iliques  fixes 

{//>u/..  p.  ;.■..>). 

87.  Sin-  les  (■ipialions  dillV'renl iidle~  du  S(^e(iud  ordre  m  [ioiul>  erili(pies  li\es 

i //'!>/. .  p.  .,ej). 

88.  Sur  la    l'epre^riilalion   des    l'ouiMioiis    ellipliipie>  (Itiillelin  île  ta  Saci/'lr 

iHalliriiiiilhjue  (II-  l'^rancc,  t.  \\\ll,  p.  .iiHi-.ioi;  décembre   iSi)()). 

s;),  (iewoluiliclic  nillcreulial^lcicliunueu.  l'',\i-.liMi/,  der  Lcisuugen  i  /■'//<-y U't- 
/ii/i/ic  (/,-/■  inatlicniatischfii  i\  issc/ic/ia/U'/i.  I.  Il,  |).  iSy-22())  (arliclc 
l)il)lioi;ra|iluipie  ). 

!)0.  Sur  les  sysléines  dilTi-renliels  à  ]ioinls  crili(|ues  \\\q^  (C'auiplcs  rc/if/i/s. 
i"  seniesire,  I.  (AW,  ]i.  -I'>-  ). 

ill.  Sur  les  ('Mpialioh>  ddlerenl  ielle~  ilu  Iroisieuie  oidre  à  poinis  crili(|ue> 
li\e->  (//>/</.,  p.  N70I. 

'.il.    Sur  les  ('(pialiuu,-.  dillV'reulielL'-  d'ordre  ipiclciiuipu'  à  points  cri I  ii]ues  li\e< 

(/ha/.,  p.   1  1  l'O- 
!t3.    Sur  une  i-elaliou   eulic   la   llii'nrii'  de-;  i;iiuipes  eonlinu^et  les  éipiat  ion- 

diiVérenlielles  à  poinis  critiipo's  lixes  (  /hil..  p.  1  171J. 

!)'i-.    Siu'  les  intei;i'ales  unirornies  du  pndilèine  des  n  corps  (Ihii/..  \\.  i(')i);)). 

!>.').  Sur  la  deliuininalion  nniipn.'  île  l'inlc^rale  d'une  ô(|ualion  diliéi(Uitielle 
pal'  les  conditions  initiales  [/tallrlia  <!<■  la  S'icièté  mal/ninatiijia:  </r 
/•'rancc.  t.  \\\lll,  ]i.  191  -  içiO  ;  Juin   hjiki). 

0(j.  Sur  les  eipiatiiuis  dilîi'rentiellcs  dont  l'inlc'^rale  i;i''n(''rali'  est  unilornn' 
(lhi\l..  p.  ■..o,-.0i). 

!IT.    Sur  les  siii^idarilcs  des  lonciiiuis  aual\  I  iipics  ri,  eu  particulier,  <les  l'onc- 

lions  d(dinies  pal'  les  éipialions  diiVérenlielles  (  ^'(>/»/'/c,v  /'d'/ic/«,v.  ■.>,'' sc- 

inestrt\  I.  (AWI,  p.   '|N<.»;  i',l""l- 
!(S.    Sur  les  systèmes  dillerenl  iels  diuit  l'intégrale  i;énérale  e>l  nnirorme  {/hil.. 

P-    i!»7)- 
!)!».    Sur     les    éipiatiims  diiriu'enl  i(dlc>  ilu    ^cccMid   ludre  et   d'iudre  siipiuieui 

dont    rinléi;rale   générale   e>t   uniforme   (   {rla   inat/a;aiatica.   I.    \\\, 

p.  ]-Sii;  septemlire  iooi>  1. 
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